Ovingsforelesning 3 - Vektorligninger og

matriser LF

Oppvarmingsoppgaver

1. Sant eller usant?

Vektoren 2
. . 3 1
Lgsning: Sant, siden {6] =3 [2}

ligger i spennet til vektoren [ﬂ .

1 2 2
2. Regn ut: 1 + 9 9l

Lgsning: Matrisene har ulik dimensjon, sa dette kan
vi ikke regne ut.

3 0] |0
3. Regn ut: {_1 4} - [1]

Lgsning:
3 00 (0] _[3-0+0-12(_ |0
-1 4 1] |-1-04+4-1| |4

4. Sant eller usant?

For alle kvadratiske matriser A og B har vi at AB =
BA.

Lgsning: Usant. Et moteksempel er

10 01
A‘b(J%B_kO]

AB:[O 1} og B = {0 0]

Da vil

0 0 0 0

5. Sant eller usant?

La A og B veere n X n-matriser. Dersom det finnes
en n X n-matrise C slik at CA = CB, sa ma A = B.
Losning: Usant. Det er fristende & gange med C~*
pa begge sider av ligningen, men det er ikke sikkert
C har en invers. Hvis C' for eksempel er nullmatrisen,
vil bade CA og CB bli lik nullmatrisen, uavhengig
av hva A og B er.

Korte oppgaver

1. Avgjor om folgende matriser er inverterbare og
finn eventuelt inversmatrisen.

2) {}1 g}

Lgsning: Vi prover a finne inversmatrisen ved gaus-

seliminasjon:

-1 | 0 1 05 | 11
Rzeé-Rz {1 2 | 1 0 }
01 | 1/5 1/5
R1¢R1-2.R2 {1 0 | 3/5 -—2/5]
01 | 1/5 1/5

[ 1 2 |1 0} R2«E?+}?1[1 2 |1 o]
3

Matrisen er altsa inverterbar, og inversen er

e 29

o |5

Lgsning: Vi prgver igjen a finne inversmatrisen ved
gausseliminasjon:

12 | 1 0] Rzem2t2m |1 2 [ 1 0
-2 -4 ] 01 00| 21

Vi ser na at matrisen til venstre for streken ikke er
radekvivalent med identitetsmatrisen. Men hva betyr
det? La oss minne oss selv pa hva som egentlig foregar
her. Nar vi skal finne inversmatrisen til en matrise A
gnsker vi & finne en matrise X slik at AX = I. La oss
holde oss til 2 x 2-matriser siden det er det oppgaven
handler om. La na

X =[x x2]og I =e; es.
Da kan vi skrive om ligningen AX = [ til
[AXl AXQ] = [e1 62}.

Med andre ord gnsker vi a lgse de to ligningssyste-
mene
Ax; = e; og Axs = es.

Vi lgser begge to samtidig sa vi slipper a radredusere
A flere ganger enn ngdvendig. Det vil si at rad 2 i

matrisen
1 2] 10
00| 21

egentlig forteller oss at 0 = 2 og 0 = 1. Men dette
stemmer ikke, sa ligningssystemene vare har ingen
Igsning, som betyr at matrisen

R

ikke har noen invers.



2. Finn en matrise A slik at A2 = 0, men A # 0, der
0 er nullmatrisen.

Lgsning: Vi prgver a tenke sa enkelt som mulig og
forsgker & finne en 2 x 2-matrise. Vi kan ikke bruke
nullmatrisen, men vi prgver med en matrise som har
s& mange nuller som mulig. For eksempel matrisen

b o]

3. Er matrisen [1 1} radekvivalent med [ 1 O} ?

Denne funker fint.

0 1 -1 1

Hint: Er de to matrisene radekvivalente med identi-
tetsmatrisen? Er de i sa fall radekvivalente med hver-
andre? Husk at to matriser er radekvivalente hvis vi
kan komme fra den ene til andre ved a bruke radope-
rasjoner.

Lgsning: Vi kan ga fra fgrste matrise til identitets-
matrisen og tilbake igjen til forste matrise ved a forst
trekke andre rad fra forste rad, og sa legge til andre

rad igjen:

1 1 1 0 1 1

0 1 0 1 0 1|°
Vi kan ogsa ga fra andre matrise til identitetsmatri-
sen ved a legge forste rad til andre rad:

RN

Men na vet vi allerede hvordan vi kan ga fra identi-
tetsmatrisen til den forste matrisen, sa vi far

R P

De to matrisene er altsa radekvivalente.

Lengre oppgaver

1. (Hgst 2020, oppgave 8c) Gi et eksempel pa en
matrise A som oppfyller ligningen A% + A+ 1 = 0,
der I er 2 x 2 identitetsmatrisen og 0 betegner 2 x 2
nullmatrisen.

Lgsning: Her er det mange lgsninger, og mange mater
a ga fram pa. Vi viser bare én mate. La

A:[g g]

Hvis vi setter denne matrisen inn i ligningen over, far
vi

a® 4 be ab+bd+a b+10_00
ca+de cb+d? c d 0 1| |0 0]

Vi legger sammen matrisene pa venstresiden:

ab +bd + b } B [0 o}

a?4+a+bc+1
ch+d?+d+1 00

ca—+dc+c

Hvis vi na setter b = ¢ = 0, sa vil vi sta igjen med

a?+a+1 0 oo
0 d2+d+1| [0 0]

Vi ma altsd ha at a> +a+1=0o0g d> +d+1=0,
som gir (f.eks. ved abc-formelen)

. —14+/3i oo d — —14/3i
B ="
Med andre ord kan vi f.eks. sette

—14+3i
—5= 0

A= ,
O 1-‘5\/57,

2. (Hgst 2018, oppgave 5) La A vare folgende

matrise:
9 -3
[% 3]
Finn alle 2 x 2-matriser X som er Igsninger av lignin-
gen AX = X A.
Losning: La
X = rl ﬂ :
T3 T4

Vi regner ut AX og X A:

AX — 9 3| |z1 w2| | 971 — 373 99 — 324
T =3 2| |z3 wma| |—-3w1+2w3 —3:2+ 214

XA = r1 X2 9 -3 _ 9%‘1 — 3332 —3.731 +2$2
- Tr3 T4 -3 2 - 91’3 - 31‘4 73133 + 2584

Ligningen AX = X A gir oss fglgende ligninger:
9561 + 3583 = 9:171 — 3£E2
919 — 324 = —3x1 + 229

—3x1 + 223 = 923 — 324
—3xo 4+ 224 = —3x3 + 224

Hvis vi flytter alt over til venstresiden i hver ligning
og forenkler far vi felgende ligningssystem:

3ro — 3x3 =0

3r1 + Txo —3x4 =0
—3x1 —Tzx3+3x4 =0
— 3x9 + 323 =0

Dette lgser vi pa vanlig mate ved & gausseliminere
totalmatrisen:

0 3 -3 01]0 1 0 73 —-1]0
3 7 0 -=3|0 01 -1 010
-3 0 -7 3107 ]oo0o 0o o]0
0 -3 3 010 00 0 010

Vi far to frie variabler, og den generelle lgsningen blir
7
T = —§8+t7 To =8, T3=2S8, Tg =1,

der s og t er vilkarlige tall. Det betyr at alle lgsninger
av AX = XA er gitt ved

_|=7/3 01 10
X = [ 1 O] s+ {O 1] t,
der s og t er vilkarlige tall.

3. (Var 2019, oppgave 6, fgrste del) La p(z) =
322 —32x—6, q(x) = 22 —x—8 og r(x) = 42% — 9z +3.



Avgjor om r(x) kan skrives som en lineserkombina-

sjon av p(z) og q(x).

Losning: Vi folger hintet og setter inn for p(z), ¢(x)

og r(z) iligningen r(x) = ¢ - p(z) + ¢2 - ¢(x). Det gir

42 —9x +3=rc; - (32 =32 —6) +co- (22 —x — 8)
= 361332 —3cix — 6c1 + 021‘2 — cox — 8¢y

= (3¢1 + ca)x? + (=3c1 — c2)z + (—6¢1 — 8ca).

Det gir fglgende ligningssystem:

3c1+ co=4
—361 — Cg = -9
—661 — 862 =3

Dette lgser vi som vanlig ved & radredusere totalma-
trisen:

3 1 4 3 1 4
-3 -1|-9|~| 0 0|5
-6 —8]| 3 -6 —8]| 3
Andre rad gir at 0 = —5, som ikke kan stemme, sa

ligningssystemet har ingen lgsning. Det betyr videre
at vi ikke kan skrive r(z) som en linezerkombinasjon

av p(z) og q(z).



