Ovingsforelesning til 11 - Diagonalisering

Oppvarming og oppsummering

1. La A veere en n X n-matrise. En egenvektor for A
er

e det samme som nullvektoren
e noe jeg tar medisin mot

e en veldig nyttig vektor for a forsta hvordan A
virker pa vektorer

Lgsning: Egenvektorer er veldig nyttige for a forsta
hvordan A virker pa vektorer. Vi skal se i dag pa
hvordan egenvektorer hjelper oss til a forenkle ma-
trisen mye. For dersom vi kan finne en basis for R”
som bestar av egenvektorer for A, sa kan vi bytte ko-
ordinatene slik at A virker som en diagonalmatrise,
som er en veldig enkel type matriser.

2. En diagonalmatrise er

e cn matrise der alle elementene pa diagonalen er

lik 0
e cn matrise der alle elementene er lik 1

e en n X n-matrise der alle elementene som ikke
star pa diagonalen er lik 0

Lgsning: En diagonalmatrise er en matrise der alle
elementer som ikke star pa diagonalen er lik 0, dvs
den er pa formen

MO0 0 - 0
0 X 0 -~ 0
pD_]0 0 A - 0
0 0 0 - A,

3. Diagonalisering er en metode som

e bare fokusserer pa diagonalen i koordinatsyste-
met

e jeg na hgrer om for forste gang

e hjelper oss & forsta hvordan linesertransforma-
sjoner virker

Lgsning: Diagonalisering er en metode som hjelper
oss a forsta hvordan en linesertransformasjon virker.
Anta at T: V — V er en linezrtransformasjon, og
at T er diagonaliserbar. Det betyr at det finnes det
noen spesielle vektorer i V' som T virker pa en vel-
dig enkel mate pa. Det er egenvektorene til 7. Hvis

v er en egenvektor til T" med egenverdi A sa har vi
T(v) = A-v. Dvs at langs v er det veldig enkelt
a beregne hva T gjor. At T er diagonaliserbar, be-
tyr at vi til og med kan finne en basis for V' som
bestar av egenvektorer til T. La oss kalle den ba-
sisen # = {vy1,va,...,v,} der v; er de v; er egenvek-
torer med egenverdi \;, dvs v; # 0 og T(v;) = \;.
Standardmatrisen som beskriver 7' med hensyn til
basisen 4 blir da diagonalmatrisen

M 0 0 -+ 0
0 X 0 -+ 0
D_|0 0 x - 0
0 0 0 - A

Etter identitetsmatrisen er dette den enkleste typen
matrise vi kan dremme om. A gange en vektor med
D er veldig enkel. A diagonalisere T er altsa denne
prosessen: a finne en basis som bestar av egenvektorer
til T' og sa beskrive T' ved hjelp av standardmatrisen
D som er en diagonalmatrise.

Na la oss anta at T: R™ — R" er gitt ved a mul-
tiplisere med en n X n-matrise A. Hvis A er diago-
naliserbar, sa betyr diagonalisering helt konkret: Vi
finner en diagonalmatrise D med egenverdiene til A
pa diagonalen og en inverterbar matrise P slik at
A= P.D-P~! Matrisen P har som kolonner de n
lineart uavhengige egenvektorene som eksisterer der-
som A er diagonaliserbar.

A gange med matrisene P og P~ tilsvarer & skif-
te basisen fra standardbasisen for R™ til basisen som
bestar av egenvektorer til A, dvs kolonnene til P. En
annen mate & se pa ligningen A = P-D - P lera
se pa den ekvivalente formen: P~ - A. P = D. Sa
pa en mate betyr diagonalisering at vi transforme-
rer A idiagonalmatrisen D. Pa mattesprak: Matrisen
D er standardmatrisen til linesertransformasjonen 7'
gitt ved a gange med A med hensyn til en basis som
bestar av egenvektorer til A.

4. Hvis u er egenvektor til egenverdi 2 og v egen-
vektor til egenverdi 3 for en matrise A, sa er u og
v

linezert avhengige
e lineaert uavhengige

o like

kjedelige

Lgsning: u og v er linezrt uavhengige. Det forteller
oss et teorem i kapittel 10: egenvektorer som hgrer



til forskjellige egenverdier er linezrt uavhengige.
La oss vise denne kjempeviktige pastanden en gang
til i dette tilfellet:

Vi vil skrive nullvektoren som en linezerkombina-
sjon av u og v:

O=21-u+ax2-Vv

der x1 og x5 er (reelle eller komplekse) tall. Na ganger
vi begge sidene med matrisen A og bruker at u og v
er egenvektorer:

0:A~O:A‘(1~u+x2'v):2z1~u+3x2~v.

N& ganger vi den forste ligningen med 2 og trekker
resultatet fra den andre ligningen. Da far vi

0=2z1-u+3zy-v— (221 -u+2z9-Vv)
= (221 —2x1) -u+ (3x2 — 222) - V

= T2 V.

Vi far altsa x5 - v = 0. Men definisjonen av en egen-
vektor sier at den ikke er nullvektoren. Sa da ma vi
ha 25 = 0 (vi husker at dette folger fra aksiomene for
vektorrom). Na kjgrer vi den samme prosessen ved a
gange med 3, den andre egenverdien, og far pa sam-
me mate at 1 = 0. Altsa matte z; og xs veere null
fra starten og u og v er linesert uavhengige.

5. La A veere en n X n-matrise. Vi kan sjekke om A
er diagonaliserbar ved

e 4 se pa elementene pa diagonalen i A

e 4 prove & finne n linesert uavhengige egenvekto-
rer for A

e 4 beregne determinanten til A

e 3 teste om A er inverterbar

Lgsning: Teoremet i kapittel 11 forteller oss at vi ma
sjekke om vi kan finne n linezert uavhengige egenvek-
torer for A. Den konkrete framgangsmaten, som vi
vil gve pa senere i dag, er at vi beregner egenverdi-
ene til A ved a lgse ligningen det(A — - I,,) =0 og
sa tilhgrende egenvektorer ved a lgse ligningssyste-
met med matrisen A — X - I, der A er en egenverdi.
Her husker vi igjen det nyttige teoremet i kapittel
10: egenvektorer som hgrer til forskjellige egenverdi-
er er linesert uavhengige. Det gjor livet mye enklere.
For hvis vi finner n forskjellige egenverdier, sa vet
vi med en gang at A er diagonaliserbar. Men hvis
noen egenverdier oppstar flere ganger som lgsning til
det(A — A I,) =0, s& ma vi jobbe litt mer.

Korte oppgaver

1. Vi vil finne ut om matrisen

1 4
=
er diagonaliserbar.
Her er fremgangsmaten:

a) Finn egenverdiene til A.
Lgsning: Vi finner egenverdiene ved a lgse lignin-
gen det(A — Alz) =0 for A:

o= ([ 0))

=(1-N-[3=X -8
=3—4\+)2 -8
=(A—-2)?-09.

Egenverdiene er altsa :

/\1 =3+2:50g /\2:—3+2:—1.
b) Finn tilhgrende egenvektorer.

Lgsning: Vi ser fgrst pa Ay = 5. Vi ma finne null-
rommet til matrisen A—5-15. Det gjgr vi ved a Gauss
eliminere matrisen:

44 [-1 1
A_5'12:{2 —2]”[0 0}

. En lgsning for det tilsvarende ligningssystemet er

w=[].

Det gir oss en egenvektor til A; = 5. Alle endre egen-
vektorer til A\; = 5 er lineserkombinasjoner av vi.

Na ser vi pa Ay = —1. Vi m4 finne nullrommet til
matrisen A + I5:

2 4] [1 2
A+12_{2 4]N{0 0}

En lgsning for det tilsvarende ligningssystemet er

w=[2]

Det gir oss en egenvektor til A, = 1. Alle endre egen-
vektorer til Ao = 1 er lineserkombinasjoner av vs.

c) Avgjor om A er diagonaliserbar.

Lgsning: Ja, A er diagonaliserbar. Det fglger fra
teoremet vi leerte om i kapittel 11 som sier at en 2 x 2-
matrise er diagonaliserbar hvis og bare hvis den har
to linesert uavhengige egenvektorer. Det har vi funnet
na: fordi vy og va hgrer til to forskjellige egenverdier,
er de linesert uavhengige.

d) Finn en diagonalmatrise D og en inverterbar ma-
trise P slik at A=P-D-P~L

Lgsning: Diagonalmatrisen D har egenverdiene pa
diagonalen. Her er det altsa

5 0
D= [O 1] |
Matrisen P har tilhgrende egenvektorer som kolon-

ner. Her ma vi respektere rekkefglge vi valgte for
egneverdiene. Da blir det

1 2
p-]t 2]
Det er en god gvelse & beregne P~ ogsa. Hvis du
ikke husker hvordan man gjgr det, er dette tidspunk-

tet for a ga tilbake i pensumet og a leere det igjen.
Resultatet er:

1 |-1 =2
71777.
L UEEEt



2. Er matrisen A diagonaliserbar?

e Ja
e Nei
e Det kan vi ikke avgjgre

Lgsning: Dette er en triangulsermatrise og egen-
verdiene til A star pa diagonalen: de er 2, 1, og —3.
Det er tre forskjellige egenverdier og A er en 3 x 3-
matrise. Det betyr at A er diagonaliserbar.

3. La A veere en 3 x 3-matrise med egenverdiene 1
og —2. Anta at vi vet at begge egenrommene er én-
dimensjonalt. Er matrisen A diagonaliserbar?

o Ja
e Nei
e Det kan vi ikke avgjgre

Lgsning: Nei, den er ikke diagonaliserbar. Egen-
rommene gir oss bare to linezrt uavhengige egenvek-
torer og det holder ikke for & diagonalisere matrisen.

4. La A veere en 4 X 4-matrise med egenverdiene 1,
—2, 4. Anta at vi vet at dimensjonen til egenrommet
til 4 er to. Er matrisen A diagonaliserbar?

e Ja
e Nei
e Det kan vi ikke avgjgre

Lgsning: Informasjonen holder for a vite at A
er diagonaliserbar. For summen av dimensjonene til
egenrommene til egenverdiene er 4 og det er maksi-
mumet for en 4 x 4-matrise. Da sier vart teorem at
A er diagonaliserbar.

Lengre oppgaver

1. Vi vil finne ut om matrisen

01 1
A=12 1 2
3 3 2

er diagonaliserbar.

Her er fremgangsmaten en gang til:
a) Finn egenverdiene til A. (De er Ay = 5 og Ay =
-1,

Lgsning: Vi finner egenverdiene ved a lgse lignin-
gen det(A — AI3) = 0 for A. Fgrst beregner vi deter-
minanten ved & ga langs den forste raden:

—-A 1 1
det 2 1-A 2
3 3 2-A

=(=A)-[1=XA)-(2-A) 6]
—[2(2—=X) = 6] +[6—3(1—\)]
= — XN 43N+ 9\ +5.

For a lgse ligningen det(A — A\I3) = 0 sjekker vi om
0 eller 1 eller —1 er en lgsning. Vi ser at —1 faktisk
er en lgsning. Altsa kan vi faktorise ligningen:

0= —XA+3N4+9A+5

A+1)- (A2 + 4\ +5)
=A+1)2-(A-5).

Egenverdiene er altsa A; = 5 med algebraisk multi-

plisitet én og Ao = —1 med algebraisk multiplisitet
to.

b) Finn tilhgrende egenvektorer.

Lgsning: Vi ser fgrst pa A\; = 5. Vi ma finne null-
rommet til matrisen A—>5-I5. Det gjor vi ved a Gauss
eliminere matrisen:

-5 1 1 -5 1 1
A-5-I3=12 -4 2| ~]|0 —-18 12
|3 3 =3 0 18 —12
(-5 1 1
~|10 3 =2
|0 0 0]
En Igsning for det tilsvarende ligningssystemet er
1
V] = 2
3

Det gir oss en egenvektor til \; = 5. Alle endre egen-
vektorer til Ay = 5 er lineserkombinasjoner av vi.

Na ser vi pa Ay = —1. Vi ma finne nullrommet til
matrisen A + I3. Det gjor vi ved & Gauss eliminere
matrisen:

11 1 11 1
A+IL;=12 2 2| ~]0 0 0
3 3 3 00 0

I dette tilfellet finner vi to linesert uavhengige vekto-
rer som lgser det tilsvarende ligningssystemet:

-1 -1
vo= |1 ogvs=]0
0 1
Alle endre egenvektorer til A = —1 er lineserkombi-

nasjoner av vs og vs.
c) Avgjor om A er diagonaliserbar.

Lgsning: Ja, A er diagonaliserbar. Det folger fra
teoremet vi leerte om i kapittel 11 som sier at en
3 x 3-matrise er diagonaliserbar hvis og bare hvis den
har tre linesert uavhengige egenvektorer. Det har vi
funnet na, fordi v, vo og v3 er linezert uavhengige.
d) Finn en diagonalmatrise D og en inverterbar ma-
trise P slikat A=P-D-P~1L.

Lgsning: Diagonalmatrisen D har egenverdiene pa
diagonalen. Her er det altsa

5 0 0
D=0 -1 O
0o 0 -1

Matrisen P har tilhgrende egenvektorer som kolon-
ner. Her ma vi respektere rekkefglge vi valgte for
egneverdiene. Ellers kan vi velge fritt. Da blir det

1 -1 -1
P=12 1 0
3 0 1



Det er igjen en god gvelse & beregne P~! ogsé.
Husk at du burde kunne teknikken for hvordan man
gjor dette. Resultatet er:

1 1 1 1
P l= 5 -2 4 =2
-3 -3 3
. 2 —1| .. .
2. Er matrisen A = 1 4 diagonaliserbar?

Du kjenner oppskriften for hvordan man sjekker
det, ikke sant?
Lgsning: Vi ma beregne egenverdiene. Det gjgr vi
ved & lgse ligningen det(A — A - I) = 0:
O=det(A—X-L)=2-XN)-(4—-N+1
=8—6A+ A +1=(\—-3)%
Altsa har A bare én egenverdi. Fordi A ikke er en

diagonalmatrise selv, kan vi her allerede konkludere
at A ikke er diagonaliserbar. For produktet P-D-P~1

3 0
medD:[0 3]:3-Iger

P.-D-P'=P-3-L,)-P'=3.-1,# A,

Men la oss uansett sjekke hvor mange linesert uav-
hengige egenvektorer vi kan finne. Vi ma Igse lig-
ningssystemet med matrise A — 3 - I5:

[—1 —1} N [1 1}

1 1 0 0]

Systemet her altsa bare linezerkombinasjoner av vek-
toren [_11} som lgsninger. Vi kan altsa ikke finne to
linezert uavhengige egenvektorer til A. Dermed er A

ikke diagonaliserbar.

1 -2
1 3

Lgsning: Vi ma beregne egenverdiene. Det gjor vi
ved a lgse ligningen det(A — X\ - Iz) = 0:

3. Er matrisen A = [ ] diagonaliserbar?

O=det(A—X-L)=(1-X)-B-X)+2
=3 -+ XN +2=(1-2)+1
=(A=2—19)- (A —2+1).

Altsa har A ingen reelle, men to komplekse egenver-
dier A\ = 2+1i og Ao = 2—1i. Vi ser dermed at A ikke
er diagonaliserbar som en reell matrise, fordi vi ikke
har noen reelle egenverdier.

Men A er diagonaliserbar som en kompleks matri-
se. Hva betyr dette? Det finnes en diagonalmatrise D
og en inverterbar matrise P slik at A= P-D . P~
men elementene i matrisene D, P og P~! er kom-
plekse tall. Vi finner disse matrisene pa den samme
maten som fgr: D har egenverdiene pa diagonalen og
kolonnene i P er tilhgrende egenvektorer. Vi vet altsa

2+7 0

0 2-

torer. De finner vi na ved a lgse de riktige ligningssys-
temene. For A\; = 2+ ser vi pa matrisen A—(2+41i)-I5:

—1—-¢ =2 1 1—4
1 1—4 0 0 |-

allerede at D = z} . Vi mangler egenvek-

Vi husker her at vi allerede vet at systemet har en
Igsning som ikke er nullvektoren fordi A\ er en egne-
verdi. Vi vet altsa at radene er ekvivalente og kan
glemme en av dem uten at vi trenger a regne mer.
Hvis du ikke stoler pa det husk at %ﬂ =1-—i.
-1+
1
2 — i ser vi pa matrisen A — (2 — i) - Iy:

-1+: =2 1 1+4
1 1+ 0 0 |-

Det gir oss egenvektoren vy = {_11_ Z] .

—1+7 —1—1
1 1 '

Det gir oss egenvektoren v = ] . For \y =

Matrisen P er altsa P = [

4. Anta vi vet at 2 x 2-matrisen A har egenverdi 2

1 .
med egenvektor [ ] og egenverdi 3 med egenvektor

2
3 .
L Kan vi finne A?

Lgsning: Vi har informasjonen at A har to for-
skjellige egenverdier. Fordi A er en 2 x 2-matrise, vet
vi dermed at A er diagonaliserbar. Det finnes altsa en
diagonalmatrise D og en inverterbar matrise P med
A= P-D- P! ogvivet hvordan D og P ser ut:

20 1 3
p=|o o eer=|; 2]

Vi beregner P~1 = % [; _31] Na finner vi A:
1120 -3
= . . -1 — —
A=P-D-P 7{2 15]
5. Vi ser pa matrisen
-3 0 0
A=12a b a
10 0 2

For hvilke reelle tall a og b er A diagonaliserbar?

Lgsning: Starten er na rutine. Det eneste skumle
er at det star to ukjente a og b i matrisen. Men det
ser vi fgrst bort fra og kjorer fram med oppskriften.
Vi beregner egenverdiene ved & ga langs den forste
raden:

-3—=A 0 0
0 = det 2a b— A\ a
10 0 2—A

=(=3=XN)-(b=XN)-(2=)).

Vi har altsa egenverdiene A\ = b, Ao =2 og A3 = —3.
Hvis b ikke er lik 2 eller —3, sa har vi tre foskjellige
egenverdier og A er diagonaliserbar pa grunn av vart
favoritt teorem.

Hvis b er lik 2 eller —3, sa ma vi jobbe litt mer.
For vi ma sjekke om vi kan finne én eller to linesert
uavhengige egenvektorer til egenverdi 2 henholdsvis
-3.



Vi ser fgrst pa b = 2 og Ay = Ao = 2: Vi ma lgse
ligningsystemet A — 2 - I3:

-5 0 0 100
A—-2-I3=1{2a 0 a|~ |0 0 a
10 0 0 0 0 0
En lgsning til det tilsvarende systemet er vektoren
0
v = |1|. Hvis a # 0, kan vi ikke finne andre linesert
0
uavhengige lgsninger. Men hvis a = 0, sa er ogsa
0
w = |0]| en lgsning som er linesert uavhengig av v.
1

Vi ser altsa at A er diagonaliserbar hvis b = 2 og
a = 0, men ikke diagonaliserbar hvis b = 2 og a # 0.

Na ser vi pa b= —3 og A} = A3 = —3: Vi ma Igse
ligningssystemet A — 3 - I3:

0 0 0
A—(-3)-Is3=1|2a 0 a
10 0 5
0
Vektoren v = |1]| er iallfall en Igsning og dermed
0

en egenvektor. Men na kan vi finne en annen lgsning
som er linesert uavhengig av v. For uansett hvilken
verdi a har, er matrisen radekvivalent til matrisen

0 0 O
0 0 O
10 0 5
2
Altsa er w = | 0 | ogsa en egenvektor og v og w er
-1
linesert uavhengige. Vi ser altsa at A er diagonaliser-
bar hvis b = —3 for alle verdier for a.
0
(Hvis du synes at det er rart at vektoren |1| duk-
0

ker opp som egenvektor i begge tilfeller, sa ma vi

huske at sa pa to forskjellige verdier for b ogsa. For
0

b=2o0g A3 = —3er |1]| ikke en egenvektor. Sjekk
0

dette selv for & overbevise deg.)



