Ovingsforelesning 13 - Repetisjon

Spgrsmal og oppgaver

1. (Var 2016, oppgave 1b)) Finn alle komplekse
tall z slik at 23 = 8i og tegn dem i det komplekse
planet.

Lgsning: Polarformen til 8i er 8¢/™/2 = 23¢i7/2,
For z = re®, 2% = 8 blir da

936im/2 — (peif)3 = 3130
Denne ligningen holder hvis og bare hvis r = 2 og
0 = 7/6 + 27k /3 for et heltall k. For a finne alle

lpsningene er det nok ase pa k=0, k=1o0g k =2.
Det gir oss lgsningene

20 = 2¢/0 = /3 + 1,
21 =26 = /344 og

2y = 2e837/2 — _9;.

Im

2. (Prgveeksamen Var 2021, oppgave 9) Hvil-
ken av folgende pastander er riktig? For en n X n-
matrise A har vi

e det(A) = 0 medforer at rank(A4) =0

o det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A4) <1

o det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) <n—1
o det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) > n—1
o det(A) = 0 medfgrer at rank(A) =n

Lgsning: Hvis det(A) = 0 vet vi at matrisen ikke
er inverterbar og at kolonnene er linesert avhengige.
Det betyr at maksimalt n — 1 kolonner i A kan veere
linesert uavhengige og dermed at dimensjonen til ko-
lonnerommet er maksimalt n — 1. Dimensjonen kan
veere lik n» — 1, men kan ogsa veere mindre. Vi kan
ikke si mer. Riktig svar er altsa at det(A) = 0 er
ekvivalent med at rank(A4) <mn — 1.

3. (Var 2020, oppgave 13) La T : R? — R? veere
linegertransformasjonen som speiler en vektor om x-
aksen. Hva er egenverdiene til 77

e T har ingen egenverdier
e 1og0

o 1

log0Oog -1

o i

Lgsning: Linesrtransformasjonen 7' har egenver-

diene 1 og —1 ettersom vi beregner T' ([é]) = [1]

w2l

4. (Var 2016, oppgave 4)

1 2 3
Lau= |2|,v= [4| ogw = | 6 | veere vektorer
1 6 -1
i R3.
2
a) Skriv vektoren p = | 4 [ som en lineserkombi-

-10
nasjon av u, v, og w.
Lgsning: Vi vil finne tall z1, xo, x3 slik at z;u +
Tov + xs3w = p. For & finne dem Igser vi ligningen
Ax = p med matrisen

1 2 3
A=12 4 6
1 6 -1

ved a Gauss eliminere totalmatrisen

1 2 3 2 1 2 3 2
2 4 6 4 ~10 0 O 0
16 -1|-10] |04 —4|-12
12 3|27 [10 518
~|l01 -1[{-3|~]0 1 —-1]|-3
00 O 0 | |0 0 0 0
Vi kan velge z3 som en fri variabel og sette x3 = 1.
Sa trenger vi xo = —2 og x1 = 3. Vi far altsa p =
3u—2v +w.
2
b) Kan man skrive vektoren ¢ = |5| som en li-
6

nezrkombinasjon av u, v, og w?



Lgsning: Hvis vi prgver det samme med vektoren
q, sa far vi

1 2 3 |2 12 3 |2
24 6 |5]|~]00 0|1
1 6 -1|6 0 4 —41|4

Den andre raden tilsvarer ligningen 0 = 1. Ligningen
Ax = q har dermed ingen lgsninger og vi kan ikke
skrive q som en lineserkombinasjon av u, v og w.

¢) Er u, v, w linezert uavhengige?

Lgsning:

Vektorene er linesert avhengige. Det er mange
mater a se sjekke det pa. y independent. For eksem-
pel kan vi bruke var tidligere beregning for a se at
(-5)u+v+w=0.

5. (Kont 2021, oppgave 6)
La a veere et reelt tall og

1 1 1
A=12 4 0
3 a 6—a

a) Finnes det reelle verdier for a slik at A er inver-
terbar? I sa fall, hvilke?

Lgsning: Nei, den tredje kolonnen er to ganger
den fgrste kolonnen minus den andre kolonnen. Der-
for er rangen pa det meste 2, og matrisen er aldri
inverterbar. Vi kan ogsa vise dette ved a beregne de-
terminanten til matrisen og sjekke at den alltid er 0
uavhengig av verdien for a. Vi beregner det(A) ved
a ga langs den tredje kolonnen:

1 1 1
det 2 4 0
3 a 6—a

([ )+ 0-o-ae ([ 1)

=2a—124+(6—a)-(4—2)
=2a—-12+12 - 2a
=0.

b) Finn en basis for Col(A), for alle verdier av a.

Lgsning: Ved a sammenligne de forste to rade-
ne, observerer vi at de to fgrste kolonnene er linesert
uavhengige siden de ikke er multiplum av hverandre.
Siden den tredje kolonnen er linezert avhengig av de
to forste far vi en basis gitt ved

1 1
20,4
3 a

Alternativt kan vi finne en basis ved & Gauss elimi-
nere matrisen for a se hvilke kolonner i A er pivotko-
lonner:

1 1 1 1 1 1 1 0 2
2 4 0 ~ |0 2 -2 | ~10 1 -1
3 a 6—a 0 a—3 3—a 0 0 O

Dette viser at den fgrste og den andre raden i A (husk
her at vi ma ga tilbake til den opprinnelige matri-
sen!) er pivotkolonner og danner dermed en basis for

Col(A).

c) Hva er dimensjonen til Null(A), for alle verdier
av a?

Lgsning: Vi har na lsert at kolonnerommet er 2—
dimensjonalt. Ved Rank-Nullity teoremet vil da null-
rommet ha dimensjon 3 —2 = 1.

Alternativt kan vi igjen bestemme nullrommet di-
rekte ved a Gauss eliminere matrisen:

1 1 1 1 1 1 1
2 4 0 ~ [0 2 -2 |~ 10
3 a 6—a 0 a—3 3—a 0

2
-1
0

S = O

Vi har én fri variabel og nullrommet er dermed 1-
-2
dimensjonalt. Faktisk er Null(A) utspent av | 1
1

d) Finnes det en b slik at Ax = b har ingen/en
unik/uendelig mange lgsninger? Diskuter alle alter-
nativene.

Lgsning: Siden Col(A) er 2-dimensjonalt, finnes
det vektorer b i R3, men ikke i Col(A). For en slik b
har ligningen Ax = b ingen lgsning.

Hvis b ligger i Col(A) derimot, har ligningen minst
én lgsning. Men x er en slik lgsning, sa kan vi leg-
ge alle multipler av en vektor i nullrommet til x for
a fa uendelig mange lgsninger. Det er bare disse to
tilfellene, og det fglger at det ikke er noen b slik at
ligningen Ax = b har en unik lgsning.

6. (Prgveeksamen Var 2021, oppgave 14) La
‘P veere vektorrommet bestaende av polynomer med
reelle koeffisienter. Vi ser pa indreproduktet (-,-) :
P x P — R gitt ved

<pqu@»::/’pamayu

-1

a) Finn projeksjonen av polynomet p(z) = 2® ned
pa underrommet av P bestaende av polynomer av
grad mindre enn eller lik 1.

Lgsning: Underrommet bestaende av polynomer
av grad mindre enn eller lik 1, la oss kalle det P;, har
standardbasis (1, ). Siden

1 1
1 1 1
o= [ 1ea= 5] =5-5=0
. 27 | 2 2

er basisen ortogonal. Det betyr at vi kan regne ut
projeksjonen Pp, (z3) slik:
1,2%) (w,2%)
P 3:P3PI3:<’ A+ L
P1 (SL' ) 1(£E )+ ((E ) <1’ 1> + <33,.13> T

Vi regner ut de ulike indreproduktene:

1,2 = /_11 1-2%dz =0 (s& <<11”“°13>> 1=0)

! 2
<x,x3>=/ x -’ do = 2

—1
1

2

(a:,a:>=/ x-xdr=-

. 3

Vi far altsa

_25 8

Pp, (2%) = Py(2®) = 23 T =l



b) La Py veere underrommet av P bestaende av
polynomer av grad mindre enn eller lik 2. Finn et
reelt tall t slik at basisen & = (1,z,2% — t) er orto-
gonal med hensyn til indreproduktet beskrevet over
(du trenger ikke vise at # er en basis for alle reelle
tall ¢).

Lgsning: Dersom basisen & = (1,z,22 — t) skal
veere ortogonal, ma vi ha

(1,2) =0,(1,2%> —t) =0 og (x,2> —t) = 0.

Vi vet fra tidligere at (1,2) = 0, sa der er alt greit.
Vi har ogsa

(x,x2t>/1x~(x2t) dx

-1

! 3 Ly 1,5 '
= xz° —at)de = |-2" — —tx =0,
/1( ) [4 2 }1

s& x og x2 — t er ortogonale uavhengig av hva t er.
Til slutt har vi

! 1 b2
<1,x2—t>:/ (2 —t) do = {z?’—tm] = - —2t.
. 3 .3
Vi vil ha )
2 9t=0
3 )
som har lgsning ¢ = 3. Altsé er basisen B =

1

(1,2,2% — t) ortogonal nar ¢ 3

7. (Var 2020, oppgave 36) En lgsning av
y// . y/ T4y =0

tilfredsstiller y(0) = 0 og y(1) = 1. Hva er y(1)?

Lgsning: Det er gitt at y(t) oppfyller differensial-
ligningen y” — 4y’ + 4y = 0 sammen med y(0) = 0 og
y'(0) = 1. For & finne y lgser vi forst ligningen

M4\ +4=0 <= A-2)??=0 <= \=2.

Vi husker fra Kapittel 14 i forelesningsnotatene at
funksjonen y er der pa formen

y(t) = e**(crt + co)

med konstanter ¢y og ¢;. Vi kan bestemme konstan-
tene ¢y og c1 ved hjelp av initialverdiene:

y(0) =0 <= €%c1-04+c)) =0 <= ¢o=0.
Med 3/ (t) = €?!(c1 (2t + 1) + 2¢p) og co = 0 far vi
Y(0)=1 <= ec;=1 < ¢ =1.

Vi far altsa y(t) = te?*. N& kan vi beregne y(1) = €2.



