BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for matematiske fag

Eksamensoppgave i TMA4110/TMA4115 Matematikk 3

Faglig kontakt under eksamen:
TIf:

Eksamensdato:
Eksamenstid (fra—til):

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: A: Alle trykte og handskrevne hjelpemidler tillatt. Alle
kalkulatorer tillatt.

Annen informasjon:

Malform/sprak: bokmal
Antall sider: 20
Antall sider vedlegg: 0

Kontrollert av:

Informasjon om trykking av eksamensoppgave
Originalen er:

1-sidig O 2-sidig X
sort/hvit X farger O Dato Sign
skal ha flervalgskjema [OJ

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt. Eksa-
menskontoret vil ikke kunne svare pa slike spgrsmal.






TMA4110/TMA4115 Matematikk 3 - LF Side 1 av 20

Oppgave 1
Vi gnsker a lgse ligningssystemet

3r—2y+ z2=2
20 — y+4z =12
20+ y+ 2=7

Vi setter opp totalmatrisen og radreduserer:

3 =2 1|2 1—%26 1—%26 1—%26
2 -1 4012 |~ |3 =2 1|2 |~ |0 —f =516 |~ |0 1 10|32
2 1 1|7 2 1 1|7 0 2 -=-3| -5 0 2 -=-3|-5
10 7 | 22 1 0 7122 1 0 01
~(01 10| 32 |~|0 1 10132 |~]0 1 02
| 0 0 —23|-69 00 13 00 1|3
Det betyr at systemet har lgsning
T 1
y| = |2
z 3
Oppgave 2 Her ser vi pa en totalmatrise for et ligningssystem, som har trappe-
form
1 2 410
01 1fa
0 0 0]0
Siste rad gir oss en fri variabel x3 = s, € R. Andre rad gir da at x93 = a — s, og

forste rad gir x; = —2z9 — 423 = —2(a — s) — 4s = —2a — 2s. Totalt sett har vi
lgsningen

T —2a -2
ol = | a | +s|—1{,
T3 0 1

og vi har altsa uendelig mange lgsninger, uansett hva a matte veere.
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Oppgave 3 Vi ser pa et ligningssystem som har tilhgrende totalmatrise

1 2 470
01 1]2
1 0 0/]0

Forst og fremst er det verdt & merke seg at et ligningssystem enten har ingen,
ngyaktig én eller uendelig mange lgsninger. Vi skal finne ut hvor mange lgsninger
dette systemet har. Vi finner svaret rett og slett ved a prove a lgse ligningssystemet,
som vi gjgr ved a radredusere totalmatrisen:

1 2 40 0 2 4]0 0 0 2|4 10 0] 0
01 1{2|~]011|2|~|011 2 |~]01O0]|4
1 0 0[]0 1 0010 1 0 0] 0 00 1|-2
Vi ser dermed at lgsningen er
T 0
.’172:4,
T3 —2

med andre ord har systemet noyaktig én lgsning.

Oppgave 4 I denne oppgaven lar vi

1 1
x= 1|2 ogy=|1
1 0

Vi gnsker & finne z, slik at {x,y,z} er en linezert uavhenig mengde. Det vil si at
z ma veere slik at ax + by + cz = 0 impliserer a = b = ¢ = 0. Eventuelt en z som
ikke kan skrives som en lineserkombinasjon av x og y. Nullvektoren kan ikke vaere
med i mengden, fordi ¢ -0 = 0 uansett hva c er. Videre ser vi at

0 2
1|l =x—yogat |3| =x+Y.
1 1
Det eneste alternativet som gjenstar er dermed
1
z= |0
0

Her er det flere mater a lgse oppgaven pa. For eksempel kunne vi dratt nytte av at
en matrise har determinant ulik null hvis og bare hvis kolonnevektorene er linesert
uavhengige. Det betyr at vi kan sette opp matrisen [x|y|z] for hvert alternativ for
z, og se hvilken matrise som har determinant ulik null.
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Oppgave 5 I denne oppgaven lar vi
1 1
Xx= |1l ogy=|1
[ 1
Vi gnsker & finne z slik at {x,y,z} utgjor en basis for C3. Hvis vi har en mengde
bestdende av tre linesert uavhengige vektorer fra C? vil denne mengden utgjgre en

basis for C3. Vi finner derfor z slik at mengden er linesert uavhengig. Tankegangen
er den samme som i Oppgave 4. Nullvektoren kan ikke veere med, og vi ser at

0 1
0l =ix+yogat | 1| =1ix+2y.
1 -1

Det riktige alternativet ma dermed veere

1
z=|—1
0
Oppgave 6 Vi gnsker & finne ut hvilken av pastandene som er riktig for alle

n X n-matriser A og B.

Pastand 1: AB = BA. Dette er ikke sant. Matrisemultiplikasjon er generelt ikke
kommutativt. Vi far et moteksempel hvis vi lar

Ao (1) 0 OgB:[O 1]7

0, 0 0
far vi _ B}
01 00
AB = 0 0| og BA = [0 O]'

Sa i dette tilfellet er AB # BA.
Pastand 2: Hvis det finnes en n x n-matrise C, slik at CA = CB, sa ma A = B.
Dette er ikke sant. Hvis vi lar C' vaere n x n nullmatrisen, sa vil CA = [0] = CB

uansett hva A og B er.

Pastand 3: Hvis A> = B?, s& er A = £B. Dette er ikke sant. Vi far et motek-

sempel hvis vi lar
0 1 0 0
A—[O O] ogB—[1 01.
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Da vil

R

selv om A # +B.

Pdstand 4: (AB)T = BT AT. Vi har vist at resten av pastandene ikke er sanne, si
det er rimelig & ga ut fra at denne pastanden er sann. Men la oss for ordens skyld
prgve a bevise det. Vi lar A;; veere elementet i rad ¢ og kolonne j i matrisen A,
og tilsvarende for matrisen B. Nar vi transponerer matrisen, vil rader og kolonner
skifte plass, sa A;;j = Aj;. Vi kan skrive elementet i rad 7, kolonne j i matrisen AB
som

(AB);; Z A Bj.
(Det kan veere greit & prove a overbevise seg selv om at dette stemmer ved & for
eksempel regne ut produktet og summen for to 2 x 2-matriser.)
Tilsvarende kan elementet i rad ¢, kolonne j i (AB)T skrives som

((AB)") = (AB); Z AjxBy.

g k=1

Til slutt ser vi pd matrisen (BT A”):
BTAT j Z BT zk AT Z Bkz ik — ZA]kBkz

De to siste summene er like, som m4 bety at (AB)T = BT AT,

Oppsummert s& er det riktige svaret pa oppgaven altsa at (AB)?T = BT AT.

I Oppgave 7-10 lar vi Ax = b veere et ligningssystem, der A er en n X n-matrise
over R, og der n > 2. Vi skal avgjgre om de gitte pastandene er sanne eller usanne.
Oppgave 7 Pastanden er at systemet alltid har minst én lgsning. Dette er
usant. Et moteksempel er systemet med tilhgrende totalmatrise

1 0 0|1
01 0f1
01 02

Her gir rad 2 og rad 3 oss at x5 = 1 og 22 = 2, som ikke kan stemme. Systemet
har dermed ingen lgsning.
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Oppgave 8 Pastanden er at dersom to kolonner i A er like, sa har systemet
ingen lgsning. Dette er usant. Et moteksempel er systemet med tilhgrende total-
matrise

1 100
00 11
0 0 2]2

Dette systemet har uendelig mange lgsninger.

Oppgave 9 Péastanden er at dersom to kolonner i A er like, sa har syste-
met uendelig mange lgsninger. Dette er usant. Et moteksempel er systemet med
tilhgrende totalmatrise

110
0 01
0 01

o = O

Dette systemet har ingen lgsning, da de to siste radene gir at 3 =1 og x3 = 2.

Oppgave 10 Pastanden er at dersom alle kolonnene i A er forskjellige, s&
har systemet minst én lgsning. Dette er usant. Et moteksempel er systemet med
tilhgrende totalmatrise

10 0|1
01 0]1
01 0]2
Dette systemet har ingen lgsning, da de to siste radene gir at zo = 1 og x5 = 2.

I Oppgave 11-12 lar vi

b
I
NS
o~ o
oo~

Oppgave 11 Vi finner egenverdiene til A ved & lgse ligningen det(A —A) = 0.
Vi har at
A 0 -1 N
det(A\I—A)=det | |0 A—=1 0 =(A—1)det
—4 0 A —A

=A==\ =49 =XN-1DA-2)(A+2).

Dermed ser vi at egenverdiene er Ay = 1, Ay = 2 og \3 = —2.
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Oppgave 12 Vi skal finne en matrise P, slik at P~'AP er en diagonalmatrise.
En slik matrise vil ha kolonner bestaende av linesert uavhengige egenvektorer til A.
Vi finner egenvektorer tilhgrende hver egenverdi ved a lgse ligningen (A/—A)x = 0,
for hver A. Ved a lgse denne ligningen finner vi at en egenvektor tilhgrende \; = 1
er

0

O =

en egenvektor tilhgrende Ay = 2 er av

og en egenvektor tilhgrende \3 = —2 er

En passende matrise er dermed

Alternativt gar det an & regne ut P~'AP for hvert alternativ, og sjekke om resul-
tatet blir en diagonalmatrise. Denne ma da ngdvendigvis ha 1,2, —2 langs diago-
nalen.

Oppgave 13

I denne oppgaven er T : R? — R3 en linesertransformasjon som speiler en vektor
om yz-planet. Vi gnsker a finne egenverdiene til T, altsa alle A slik at T'(v) = Av.
Vi gjor det ved a fgrst finne standardmatrisen til linesertransformasjonen. Merk at
a speile en vektor om yz-planet, er essensielt det samme som a skifte fortegn pa
x-koordinaten. Dermed far vi

1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1
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Standardmatrisen er dermed
-1

7] = | 0
0

o = O

0
0l
1

og egenverdiene er rgttene til det(A — [T]) = (A — 1)*(\ + 1). Egenverdiene er
altsa 1 og —1.

Oppgave 14 Vi lar

a 0 1

A=10 b 0|,a#b.
0 0 0

Vi gnsker a avgjgre for hvilke verdier av a og b matrisen A er diagonaliserbar.
Matrisen A er diagonaliserbar hvis A har tre linesert uavhengige egenvektorer.
Vi finner fgrst egenverdiene ved a finne rgttene til det karakteristiske polynomet
det(AI — A). Vi har at

A—a 0 -1
det(AI — A) = det 0 A—=b 0 = (A —b)*(\—a).
0 0 A—0b

Altsa har A egenverdiene A\ = a med algebraisk multiplisitet 1 og Ay = b med
algebraisk multiplisitet 2. Vi finner sa egenvektorene, ved a lgse ligningen (A —
A)x = 0 for hver \. Vi starter med \; = a:

0 0 -1 1|0 0 0 1]0 01 0]0
0Oa=b 0 (0|~]01O0(0|~]00T1/0
0 0 a—=b0 0 0 1]0 0 0 00

Vi har én fri variabel, 1 = 5,5 € R, og vi har at x5 = x3 = 0. S& ligningen har
lgsning

1
x=s5-(0], seR,
0

og en egenvektor tilhgrende A\; = a er dermed

1
0] .
0
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For Ay = b far vi

b—a 0 —1]0 10 410
0 0 0|0|~]0O0 0]0],
0 0 010 00 010

som gir to frie variabler xo =t,x3 = s der s,t € R og x1 = sﬁ. Sa ligningen har
lgsning

0[5
x=t|l|+s]| 0|,
0 1

og egenvektorer tilhgrende \y = b er dermed

0 ra
1 og 0
0 1
De tre egenvektorene
1 0 —
01, 1 og 0
0 0 1

er linesert uavhengige for alle verdier av a og b. Dermed er riktig svar at A er
diagonaliserbar for alle verdier av a og b.

Oppgave 15 Vilar A og B veere 2 X 2-matriser som begge har egenverdi A = 3.
Spersmalet er hva egenverdiene til AB er, og riktig svar er at vi kan ikke vite noe
om egenverdiene til AB. For a illustrere dette, la forst

3 1 3 0
A= [0 _3] 05 B [1 _3].
Da har bade A og B egenverdi 3 (og —3). Men na vil

AR — [10 —3} |

-3 9
og vi ser at det karakteristiske polynomet er

10 -3

det(A] — AB) = det [_3 9

]:(A—lo)(A—Q)—9:)\2—19)\—9,
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som har rgtter A = %. Hvis vi gjor en liten endring og sier at

3 2
el 2]

sa vil A og B fortsatt ha egenverdier 3 og —3, men na vil

11 —6
AB = [_3 ; ] |
som har egenverdier A = 10 £ v/19.
Oppgave 16 Pastanden er at ingen matriser kan ha egenverdi 0. Dette er

usant. Et moteksempel er f.eks. nullmatrisen, som vil ha 0 som eneste egenverdi.

Oppgave 17 Pastanden er at ingen 3 x 3-matriser har fire forskjellige egen-
verdier. Dette er sant. Nar vi regner ut egenverdiene til en 3 x 3-matrise finner vi
rottene til et tredjegradspolynom. Et slikt polynom kan maksimalt ha tre rgtter,
og dermed ogsa maksimalt tre forskjellige egenverdier.

Oppgave 18 I denne oppgaven er A en 3 X 3-matrise, og x og y er vektorer i
R3. Pastanden er at hvis Ax = 3x og Ay = 2y, sd er x og y linezert uavhengige.
Dette er sant. Vi ser at x og y ma veere egenvektorer tilhgrende hhv. egenverdiene
3 og 2, og egenvektorer som hgrer til distinkte egenverdier vil alltid veere linegert
uavhengige. La oss for ordens skyld bevise dette. For & vise at x og y er linesert
uavhengige, lar vi ax + by = 0 og viser at da ma a = b = 0. Vi har at

0= A0 = A(ax + by) = aAx + bAy = 3ax + 2by.
Vi multipliserer ligningen ax + by = 0 med 3, og far
3ax + 3by = 0.
Na har vi to uttrykk som er lik 0. Vi trekker det ene fra det andre:
0 =0 — 0 = 3ax + 3by — (3ax + 2by) = by.

Siden y er egenvektor, og dermed ulik nullvektoren, ma vi ha at b = 0. Innsatt i
ax + by = 0, far vi at ogsa a = 0. Dermed er x og y lineaert uavhengige.
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Oppgave 19 I denne oppgaven er A en reell 3 x 3-matrise. Pastanden er at hvis
det finnes en basis for R? bestdende av egenvektorer for A, s har A tre forskjellige
egenverdier. Dette er usant. Vi har et moteksempel hvis A er identitetsmatrisen,

1 00
A=10 1 0
0 01

Da har A én egenverdi, A = 1, med algebraisk multiplisitet 3. Men A\ = 1 har tre
tilhgrende egenvektorer,

1 0 0
vi=|0], vo=]1 og v3z= (0],
0 0 1

og disse egenvektorene utgjgr en basis for R3.

Oppgave 20 I denne oppgaven er A en reell 3 x 3-matrise. Pastanden er at
hvis det finnes en vektor x € C3, slik at Ax = (1 +14)x, sd& ma det finnes en vektor
y slik at Ay = (1 — i)y. Dette er sant. Vi ser at 1 + i mé veere en egenverdi
med tilhgrende egenvektor x. Vi vet at eventuelle komplekse egenverdier kommer
i konjugatpar, siden matrisen er reell (fordi vi finner rgttene til et polynom med
reelle koeffisienter). Det betyr at ogsa 1 —i ma veere en egenverdi, og da finnes det
en tilhgrende egenvektor y, det vil si en vektor y slik at Ay = (1 —i)y.

I Oppgave 21-23 skal vi undersgke om de oppgitte mengdene er vektorrom. Vi
gjor det ved & undersgke om de er underrom av de oppgitte vektorrommene (R? i
Oppgave 21-22 og P, i Oppgave 23). Vi ma sjekke tre ting:

1. Er 0 med i mengden?
2. Lukket under addisjon?

3. Lukket under skalarmultiplikasjon?

Oppgave 21 La

x
V={|ylcR|z#y; CR.
z

I nullvektoren vil x = y = 0, som ikke tilfredsstiller kravet om at = # y. Dermed
er ikke nullvektoren med i V', og V' er dermed ikke et vektorrom:.
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Oppgave 22 La

T
V=Slyl eR®|z=yzp CR>
2

Vi ser at for eksempel vektoren
1
v=|1
1
er med i mengden V', fordi 1 =1-1. Men
2
2v = |2
2

er ikke med, fordi 2 # 2-2. Mengden er altsa ikke lukket under skalarmultiplikasjon
og er dermed ikke et vektorrom.

Oppgave 23 LaV = {p(x) =azx®> +bx +ce€ Py | p(1) = 0} C Ps.

1. Nullvektoren i Py er polynomet som er konstant lik 0. Hvis p(z) = 0, sa vil
p(1) = 0. S& nullvektoren ligger i mengden V.

2. La pi1(7) = a12® + b1z +¢1 og pa(x) = agx?® + bow + ¢y vaere to polynomer som
ligger i mengden V. Da vil pi(1) = a3 +b1+¢; = 0 0g pa(1) = ag+by+co = 0.
La nd ¢(z) = pi1(z) + pa(z) = (a1 + a2)z? + (b + ba)x + (c1 + ¢a). Da vil
(](1) = (a1+a2)+(b1—|—bg)+(01—|—02) = (a1+b1+61)+(a2+b2+62) =040=0.
Sa V' er lukket under addisjon.

3. La p(z) = az? + bx + ¢ veere et polynom som ligger i V. La q(z) = k - p(x)
for en skalar k. Da har viat ¢(1) =k-p(1)=k-(a+b+¢c)=k-0=0. Sa
V' er lukket under skalarmultiplikasjon.

Alle de tre punktene er tilfredsstilt, sa V er et underrom av P, og dermed et
vektorrom.
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I Oppgave 24-27 skal vi undersgke om de oppgitte funksjonene er linesertransfor-
masjoner. For at en funksjon 7': V' — W, der V og W er to vektorrom, skal veere
en linezertransformasjon, er det to kriterier som ma veere oppfylt:

. T(a+v)=T(u)+T(v), for alle u,v € V,
2. T'(ku) = kT'(u) for alle u € V og alle skalarer k.

Oppgave 24 La T : R?® — R? veere gitt ved

v x
T Z :L/—FZ]’
Vi ser at
T To T+ X2 - . .
) e e gl PR S e PN B
E3 T
=T |y| | +T| |y |,
| Z1 )
og at
v kx x a:
Tk ‘Z :lky+kz]:k'[y+z]:k.T z

Begge kravene er oppfylt, og T er dermed en linesertransformasjon.

Oppgave 25 La T : R? — R3 veere gitt ved

(B

x X 1+ T+ Ty
() (n) = e
v Y2 SRS (w1 +22)(y1 +12 + 1)
T, + Zo

= Y1+ Y2 )
T1Y1 + T1Y2 + T1 + Loy + TaYs + X2

Vi ser at
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men

" " T T T+ X
T([ ]) +T([ D I I v
U1 Y2

11 + T Lol + T T1Y1 + 1 + Ty + X9

Dermed er ikke addisjon bevart, og T" er ikke en linesertransformasjon.

Oppgave 26 La T : Py — Pj veere gitt ved T'(p(x)) = x - p'(x). Vi ser at

T(pr(x) +p2()) = 2+ (p1(x) +p2(2)) = Py (z) + 2 ph(z) = T(p1(2)) +T(pa(x)),

og at
T(k-p(z)) =z - (kp(x)) = k- (v-p'(z)) = k- T(p(x)).

Begge kravene er oppfylt, og T er dermed en linesertransformasjon.

1
Oppgave 27 La T : R® — R3 vaere gitt ved T'(w) = (v-w)v, der v = |1].
1

Vi har at

T(wi+wy)=(v:- (Wi +Wo))v= (V- W +V-Wo)v=(V-W)V+ (V- W)V
=T (wy) + T(ws),

og at
Tk-w)=(v-(kw))v=Fk(v-w)v=Fk- -T(w).

Begge kravene er oppfylt, og T er dermed en linesertransformasjon.

Oppgave 28 Pastanden er at ethvert endeligdimensjonalt vektorrom har en
basis. Dette er sant. La oss argumentere litt for hvorfor det er sant. La V vaere
et endeligdimensjonalt vektorrom. Da finnes det per definisjon en endelig mengde
med vektorer som utspenner V. La oss kalle denne mengden S. Hvis S i tillegg
er linezert uavhengig er S per definisjon en basis for V. Men hva hvis S ikke er
linesert uavhengig? Da finnes det en vektor v € S som er en lineszerkombinasjon
av de andre vektorene i S. La oss lage en ny mengde Sy = S \ {v}, altsa S uten
v. Siden v er en lineserkombinasjon av vektorene i Sy, vil vektorene i S; utspenne
det samme som vektorene i S, altsa hele V. Hvis 57 ogsa er linezert avhengig, kan
vi fjerne enda en vektor som er en lineserkombinasjon av de andre, og slik kan
vi fortsette helt til vi star igjen med en mengde som utspenner V', og er linezert
uavhengig. Denne mengden vil da per definisjon veere en basis for V.
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Oppgave 29 Péstanden er at alle injektive linesertransformasjoner 7' : R? —
R? har en invers. Dette er sant. I Kapittel 8 i forelesningsnotatene leerte vi at
dersom T er injektiv, sa vil kolonnene i standardmatrisen til 7" vaere linesert uav-
hengige. Men at kolonnene er linesert uavhengige betyr at matrisen er inverterbar.
Dermed vil 7" ha en invers.

Oppgave 30 La Py = {a+bx+cz? | a,b,c € R}. Pastanden er at alle injektive
linezertransformasjoner 7' : R® — P, har en invers. Dette er sant. Legg merke til
at en basis for P, er (1,z,z?%), mens en basis for R? er

11 [o1 o
o, |t],]o0
o| |o] |1

Det betyr at R? og P, har samme dimensjon, nemlig 3. Vi har et nyttig resul-
tat som sier at dim(ker T') + dim(im7) = dimR*® = 3. Siden T er injektiv er
bestar kjernen bare av nullvektoren, og dermed er dim(ker7) = 0. Dermed er
dim(im 7)) = dim Ps. Det folger at T er surjektiv. Siden T er bade injektiv og
surjektiv, altsa en isomorfi, sa vil T" veere inverterbar.

I Oppgave 31 og 32 ser vi pa datasettet som bestar av punktene (—1,0),(0,1) og
(2,2).

Oppgave 31 I denne oppgaven skal vi avgjore hvilken rett linje y = cx + d
som passer best til punktene. Hvis det fantes en rett linje gjennom alle punktene,
kunne vi funnet ¢, d € R slik at
-1 1 0
0 1 m = |1].
2

2 1

Siden det ikke finnes en rett linje gjennom alle punktene, er det beste vi kan gjore
a finne en linje som minimerer avstanden til alle punktene. Det gjor vi ved a bruke
minste kvadraters metode pa

-1 1 0
A=10 1| og b=]1
2 1 2

Vi beregner

11
v, [-1 0 2 51 o [-1 0 2
AA—L 11] 0 1‘[1 3] OgAb_[1 11]
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Vi radreduserer s totalmatrisen til ligningssystemet (AT A)x = ATb:
5 114 1 0] 9/14
1 3|3 01 '

11/14
Linjen er altsa y = %x + %.

Oppgave 32 Vi gnsker & finne et andregradspolynom p(z) = az? + bx + c,
som gar gjennom alle punktene. Det betyr at vi ma lgse ligningssystemet

a— b+c=0=p(-1)

c=1=p(0)
da +2b+c=2=p(2)

Vi radreduserer totalmatrisen til systemet:

1 -1 110 1 -1 1 0 1 0 0]-1/6

00 1/1|~|0 1 —1/2[1/3]|~]0 1 0] 5/6

4 2 1|2 0 0 1 1 0 01 1
Polynomet er altsd p(z) = —ga? + 2z + 1.

I Oppgave 33 og 34 lar vi T : Py — Py veere gitt ved T(p(x)) = x*p”(x), og vi lar

B = (1,z,2?) veere en basis for Py.

Oppgave 33 Vi gnsker & finne [T, altsa standardmatrisen til 7" i med hensyn
til basisen B. La b; = 1,by = = og by = x? veere basisvektorene. Kolonnene i [Tz
er koordinatvektorene til T'(by), T (bs) og T'(bs) med hensyn til B. Vi ma altsa
sjekke hva T' gjgr med hver av basisvektorene:
T(1) =0, T(z) =0, T(2?) = 22°.

Med andre ord har vi at

T(by) =0-b;+0-by+0-bs,

T(bQ) :0b1+0b2+0b3,

Koordinatvektorene er dermed

0 0 0
[T'(b1)]s) = |0, [T(b2)]s = |0, [T'(bs3)]s = H
0 0 2
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som betyr at standardmatrisen er

00 0
[T]s=10 0 0
00 2

Oppgave 34 Vi finner egenverdiene til T" ved a lgse ligningen det(A —[T|5) =
0. Vi har at

A0 0
det(\ — [T]g) =det | [0 X 0 =AM\ —2).
00 A—-2
Egenverdiene er altsa 0 og 2.
Oppgave 35 Vi gnsker & finne ut hvilket alternativ som gir en reguleer sto-

kastisk matrise. Husk at en stokastisk matrise er en matrise hvor alle kolonnene
er sannsynlighetsvektorer, som vil si at alle elementene er ikke-negative og hver
kolonne summerer til 1. Videre er en stokastisk matrise M reguleer dersom det
finnes en k > 1 slik at alle elementene i M* er stgrre enn 0. Vi ser at matrisen

02 0 0.3
02 04 0.7
0.6 06 O

er stokastisk, fordi alle kolonnesummene er 1, og alle elementene er ikke-negative.
Videre observerer vi at

02 0 03]° [022 018 0.06
02 0.4 07| = [054 058 0.34],
06 06 0 0.24 0.24 0.60

sa matrisen er ogsa reguleer. Riktig alternativ er altsa

02 0 0.3
02 04 0.7].
06 06 O
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Oppgave 36 La en lgsning av 3" — 3y’ + 2y = 0 veere slik at y(0) = 1 og
y'(0) = 1. Vi gnsker & finne y(1). Hvis vi lar v; = y og ve = ¢/, kan vi skrive om

ligningen til systemet
/
V1| _ |01 o 0 1
- e
Vi finner forst egenverdiene til A ved & lgse
det(\ — A) =N =31 +2=0.

Polynomet har rgttene \; = 2 og Ay = 1. Det betyr at en generell lgsning er
y(t) = cre® +cyel. Videre far vi at /(1) = 2c,e* +coel. Setter vi inn initialverdiene
gir oss ligningssystemet

y(0)=c1+c=1
y/(O) = 261 + Cy = 1,

som har lgsning ¢; = 0 og ¢y = 1. Dermed har vi at

y(t) =€ og y(l) = e =2.718...

Oppgave 37 Vi lar y veaere en lgsnings av settet av differensialligninger gitt
ved

111 Y1
y =10 2 3|y, dery= |y
0 0 5 Y3
En generell lgsning vil vaere pa formen
y = avieMt 4 cpvee?? 4 cavae

der A-ene er egenverdier til

og v-ene er tilhgrende egenvektorer. Vi ser at egenverdiene til matrisen er 1,2 og
5, s& €3 kan ikke veere en av v, ¥s, y3 siden 3 ikke er en egenverdi. Riktig svar er
altsd e3®.
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Oppgave 38 Vi vil finne polarform av lgsningene til ligningen 22 + 2 +1 = 0.
Den gode gamle abc-formelen gir at

-1 VIP—4T 1 —1£3i

2-1 2

z

sa pa kartesisk form (z = a + bi) har vi lgsningene

z——}—%@i 0 z——l—ﬁi
LT Ty Tt %8 mE Iy T

Vi gnsker & ha lgsningene p& polarform z = re®, med r = Va2 + b2, og § =
arctan (g) + 7. Merk at vi legger 7 til 6 fordi a er negativ i begge lgsningene. For
21 far vi dermed

() (2) ot (32 2 2

Altsa er

27
Z1 = €3 .

Tilsvarende far vi for z, at

) () oo () o=

Altsa er

47
Zo = 3",

Polarform av lgsningene til 22 4+ 2 + 1 = 0 er dermed

27, 4m
e s og e .

Oppgave 39 Vi vil finne antall komplekse lgsninger til ligningen 22 + iz = 0.
La z = a + bi. Dermed er Z = a — bi, og vi far 22 = a? — b? + 2abi og iz = b + ai.
Det betyr at vi kan skrive om ligningen var litt:

22 4+iz=0
¢ = —1z
a’> — b* + 2abi = —b — ai
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Hvis to komplekse tall er like, sa er realdelene like og imaginserdelene like. Det

betyr at
a>—b*=—b og 2abi=—ai.

Andre ligning gir

2abi+ai =0 = ai(2b+1) =0 = a=0ellerb=—

Dersom a = 0 gir fgrste ligning at

' =-b = b-b0"=0 = b(1-0)=0 = b=0cller b=1.

Dersom b = —%, gir fgrste ligning at
1\? 1 3 V3
2 2
“ ( 2) 2 Ty T TR

Oppsummert har vi fglgende muligheter for a og b:

a=0,b=0

a=0,b=1
V3 1
a=-"bh=—-
2 2
V3 1
a=—~"b=—=
2 2

Ligningen 22 + iz = 0 har altsd ngyaktig fire lgsninger.

Oppgave 40 La A betegne affogato, la St betegne stracciatella og la Se be-
tegne semifreddo. Vi oppsummerer informasjonen i en tabell hvor vi skriver ned
hvor sannsynlig overgangen fra én is til en annen er hver dag:

dagen etter A St Se ble det
1/2 0 1/3 A
/4 1/2 1/3 St
1/4 1/2 1/3  Se.

Dette gir oss overgangsmatrisen

1/2 0 1/3
M=|1/4 1/2 1/3|.
1/4 1/2 1/3
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Likevektsvektoren er en egenvektor tilhgrende egenverdi A = 1, som vi finner ved
a lgse ligningssystemet (I — M)x = 0. Vi radreduserer totalmatrisen til systemet:

1/2 0 -1/31]0 1 0 -=2/3]0 1 0 —-2/3{0
-1/4 1/2 -1/3|0 |~ |1 =2 4/3 |0|~|0 1 -1 10
—-1/4 —-1/2 2/3 |0 1 2 -=8/3]0 00 0 |0
Vi far én fri variabel 3 = s, og 9 = 3 = s og =1 = %xz = %s. Lgsningene pa

ligningssystemet er dermed gitt ved

Likevektsvektoren skal veere en sannsynlighetsvektor, sa elementene ma veere posi-

tive og summere til 1. Det far vi ved & sette s = m Da far vi likevektsvektor
1 2/3 1/4
= = |3/8]|.
T VE S 3;8

Det betyr at i det lange lgp sa endte Skyberg opp med a spise stracciatella og
semifreddo like ofte, og litt mindre affogato.



