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Oppgave 1 (Komplekse tall)

a) Finn alle lpsninger z € C av ligningen

Bl tz=-1

Skisser lgsningene (lag en tegning) i det komplekse planet. Skriv dem pa
formen z = a + ib hvor a og b er reelle, og pa formen z = re' hvor r og t er
reelle.

b) Skriv ned Eulers formel for e med ¢ € R.

c) En addisjonsformel for en funksjon f er en formel som uttrykker f(z + y)
ved f(x) og f(y). Skriv ned en addisjonsformel for den komplekse eksponen-
tialfunksjonen f(z) = e®.

d) La z = a+ib veere et komplekst tall. Finn reelle tall p og ¢ slik at z tilfreds-
stiller ligningene 2? 4+ pz +q =0 0g 2> + pz + ¢ = 0.
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Oppgave 2

a) Finn alle lgsninger av ligningen
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b) Betrakt matrisen
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og den korresponderende ligningen Ax = y. For hvilke verdier av p er z € RP?
For hvilke verdier av ¢ er y € R?? Gi en basis for rommet
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(Linezere ligningssystem)
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av lgsninger til den homogene ligningen.
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Oppgave 3 (Utspenning, lineser uavhengighet, basis, dimensjon)

][]

i R2. Vis at de utspenner R%. Er de linezert navhengig? Begrunn svaret ditt!

a) Betrakt vektorene

b) Betrakt vektorene
: 0g :
99 100
i R?. Er de linesert uavhengige? Hva er dimensjonen til vektorenes linesere
utspenn? Begrunn svarene dine!

c) Fullfgr fglgende definisjon: “Vektorene vy, ..., v, i et vektorrom V' danner en
basis til V' dersom...”
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Oppgave 4 (Matrisealgebra)

Anta at a, b, c og x,y, z er vilkarlige reelle tall; du kan ikke velge spesifikke verdier!

a) Regn ut matriseproduktet

1 a 00 1 z 00
01 b0]|0 1y O
001 ¢||0O0 1 2z
0001 0001
uttrykt ved a, b, c og x,v, 2.
b) Hva er den inverse til matrisen
1 a 00
01 b0
001 ¢
0001
uttrykt ved a, b, ¢?
c) Hva er determinanten til matrisen
a b 0 0
¢c 000
000 =z
00y =

uttrykt ved a, b, c og x,y, 27
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Oppgave 5 (Et nettverk og en markovprosess)

a) Hva er det linesre ligningssystemet som beskriver flyten i folgende nettverk?

A f/X
J K q
/

B h y ¢

b) Kan du utlede en relasjon mellom a og y? Begrunn!

Ifslge meteorolog Y, eksisterer det et land N som er velsignet med mange ting,
men ikke med solrikt veer. Det er aldri to dager med sol pa rad. Dersom det er sol
en dag, er det like stor sannsynlighet for at det regner som at det sngr pafslgende
dag. Dersom det er sng eller regn en dag, er det like stor sannsynlighet for a fa
det samme veeret - som a ikke fa det samme veeret - pafolgende dag. Dersom det
er en endring fra sng eller regn fra en dag til den neste, er det bare i halvparten
av gangene sol pafglgende dag.

c) Hva er den stokastiske matrisen for denne markovkjeden?

d) Pa lang sikt, hvor mange dager - av alle (i %) - er det sol?
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Oppgave 6 (Egenverdier og egenvektorer)

a) La P vere en kvadratisk matrise slik at P? = P. Vis at egenverdiene til P
kun kan veere 0 eller 1.

b) Gi et eksempel pa en (2,2)-matrise P slik at P2 = P og som har egenverdier
0 og 1.

c) Gi et eksempel pa en (2,2)-matrise P som har egenverdier 0 eller 1 eller
begge, og som ikke tilfredsstiller P2 = P.
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Oppgave 7 (Andreordens linezere differensialligninger)

a)

b)

La yo, 1, p 0og q veere gitte reelle tall, og f(t) en funksjon som er en million
ganger deriverbar. Finnes det alltid en funksjon y(¢) som lgser den inhomo-
gene ligningen

y' oy +ay=f
med initialverdier y(0) = yo og ¥'(0) = 17 Dersom det gjor det, gi en kort
begrunnelse. Dersom det ikke gjor det, gi et eksempel pa yo, 41, p, ¢ 0g f(t)
der det ikke er noen lgsning.

La

y(t) = tsin(t).
Finn reelle tall p og ¢, og en reell funksjon f(t), slik at y tilfredsstiller lig-
ningen " 4+ py’ + quy = f. Du kan sjekke om svaret ditt er riktig: gjor det!

For p og ¢ som i b), gi et fundamentalt system av lgsninger til den homogene
ligningen y” 4+ py’ + qy = 0.
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Oppgave 8 (System av linezere differensialligninger)

La X\ og u veere gitte reelle tall hvor A\ # p # 0, og betrakt matrisen

a) Finn en basis for rommet av lgsninger y(¢) til den homogene ligningen
y = Ay.

b) Finn en lgsning til den homogene ligningen ¢y’ = Ay som tilfredsstiller ini-
tialbetingelsene
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Oppgave 9 (Minste kvadraters metode)

a) Finn koeffisientene a, b og c til det kvadratiske polynomet f(z) = az?+bz+c
som gir best tilpasning til folgende fem datapunkter.

LU LR )]

b) Gi et eksempel pa en matrise A slik at minste kvadraters ‘lgsning’ av lignin-
gen Ax = y ikke er unik/entydig? Begrunn pastandene dine!

c) For en matrise 4, la AT betegne dens transponerte. Vis at Col(A) = Col(AAT).
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Oppgave 10 (Euklidsk geometri)

a)

b)

La P: R? — R? veere den ortogonale projeksjonen pé diagonalen

D:{lﬂ eER|z=y}.

Hvilken matrise beskriver denne linesere transformasjonen?
Hva er egenverdiene og egenvektorene?
Sjekk at de numeriske svarene dine stemmer overens med geometrien!

La by, ..., b, veere en ortonormal basis for R" og la v = v1b; + ... v,b, veere
en vilkarlig vektor i R™. Vis at

[ (v, b ) [ < [ o]

T

for alle k =1,...,n, hvor (v, w) = v'w er indreproduktet.

Hva er en spektral-dekomposisjon til en symmetrisk matrise med reelle ko-
effisienter? Skriv ned en formel, og forklar!



