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Lasningsforslag

Den vanlige formelen for rgttene i en annengradsligning gir z =
Vi har /=20 = V2e7"2 = £/2e 71 = £(1 — i), altsd er 2 = — 348 4 14

Rattene er 21 = —2 — i og 29 = —1 — 21.

Vi har {(z,9) ||z + iy +i| = |z +iy — 1]} = {(z.9) |z

—3—3itv/—2¢
2

er enklest & se

geometrisk siden det her er snakk om alle komplekse tall som har samme avstand fra —i

som fra 1.

Ligningen er ikke linezer fordi den ukjente funksjonen y forekommer i andre potens. Med

andre ord ligningen er ikke av formen y' + p(z)y = q(x).

Eulers metode med skrittlengde h brukt pé ligningen 3’ = f(x,y) med begynnelseskravene
y(a) = b gir et skjema

n |0 1 2

Tn | 20 =a r1=a-+h To = a+ 2h

Yn [Yo=0b yu=b+hfo |y2=y1+hf1

f | fo=f(a,b) | fr = flz1,1) | fo = f(x2,92)

I denne oppgaven er a =0, b =1 og f(z,y) = 2% + y?, sa skjemaet blir
n |0 1 2

Tn | 2o=0]|21 =01 |29=0.2

Yn |Yo=1]y1 =11 | yg=1.222

folfo=1|fi=122]f, = 1.533284

Vi far altsa f(0.2) ~ yo = 1.222.
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Vi ma bestemme a og b slik at den karakteristiske ligningen A2 4 aX + b = 0 har rgtter
A = 1+v20g Ay = 1—+/2. Dette far vi ved a velge a = —(A14+X2) = —20gb = A\ Ay = —1.
Ligningen blir alts& y” — 2y’ —y = 0.

a) Den generelle lgsningen er av formen y = (Az+C) cos x4 (Bxz+ D) sin z. Koeffisientene
A og B bestemmes ved innsetting.

y=(Az + C)cosx + (Bx + D)sinx

Yy =(Bx+ A+ D)cosx + (—Azx+ B — C)sinx

y' = (—Axz +2B — C)cosx + (—Bx — 2A — D)sin .

Ligningen y” +y = 2Bcosz — 2Asinz = cosz  viserat A =0o0g B = 3.

Lgsningen er y = C'cosz + (3z + D) sinz.

b) Dersom yg og y; er fundamentale lgsninger av den linesere differensialligningen y” +
p(x)y" + q(x)y = 0 og vy og vy er lgsninger av det linezere ligningsystemet

Yovo+yivi =0

Yovo +yi o1 = r(x),
og funksjonene ug og u; er slik at uy = vg og v} = vy, sé er y = ugyo + w1y lgsning av den
inhomogene differensialligningen 4" + p(z)y’ + q(z)y = r(x).
I dette tilfellet kan vi f. eks. velge yo = cosz og y; = sinz.

Ligningssystemet blir da

cosxvg +sinzxv; =0

. 1
— ST vy + coST V] = ,
CoS &
som har lgsning vg = —tanx og v1 = 1. Antideriverte er ug = A +1Incosx og u; = B + x,

og den generelle lgsningen blir y = (A + Incosx) cosx + (B + z) sin z.
Vi lar t betegne tiden i minutter fra saltblandingen begynner & stromme, og vi lar y(t)
betegne antall gram salt i tanken etter ¢ minutter.

I lppt av et meget kort tidsintervall pa At minutter strgmmer det da for 0 < ¢t < 10
50 x 2 x At gram salt inn og y(t)/100 x 2 x At gram salt ut av tanken. Etter at 10 minutter
er godt strommer det ikke noe salt inn, men fremdeles y(¢)/100 x 2 x At gram salt ut av
tanken. Ligningene som ma lgses blir derfor

y' =100 — (&)y for 0<t<10
y = —(L)y for 100 <t <@
Lgsningen blir
y(t) = 5000(1 — e~ %) for  0<t<10

1 t—10
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a) Etter 10 minutter er det 5000(1 — e_%) gram ~ 906 gram salt i tanken.
b) Etter 20 minutter er det 5000(1 — efé)efé gram =~ 742 gram salt i tanken.

a) Vi begynner med & radredusere systemets tilleggsmatrise til redusert trappeform.

12 0 1 12 0 1 12 0 1 12 0 1
37 2 2|~J01 2 —-1|~j0 1 2 —1|~1]0 1 2 —1|~
12 3 =3 0] 2 3 -3 0 0 -1 -3 -2 00 —1 -3
(1 2 0 1] (1 2 0 1 1 0 0 15
1 2 —1f~ 10 -7/~|0 1 0 -7
0 0 1 3] 001 3 001 3
Her kan vi sa bare lese av lgsningen
r=15y=—70g z=3.
12 0
b) Determinanten til dette systemet er 37 2|=2-a.
2 3 —a
For a = 2 reduserer tilleggsmatrisen seg til
12 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 120 1
37 2 bl~101 2 b-3[~|0 1 2 bH-3|~|01 2 b—-3
23 -2 0 23 -2 0 0o -1 -2 =2 000 b—-5

Folgelig har systemet i) ngyaktig en lgsning nar a # 2 og b er vilkarlig, aldri ii) ngyaktig
to lgsninger, iii) uendelig mange lpsninger nar a = 2 og b = 5, og iv) ingen lgsninger nar
a=2o0gb#b5.

Kolonnerommet og radrommet til en matrise har alltid samme dimensjon. Denne dimen-
sjonen er rangen til matrisen. I dette tilfellet er rang(A) =6 —4 = 2.

@ Det lgnner seg alltid & beregne projeksjonen inn pa rommet med minst dimensjon forst.
Vi har dim(V) = 3 og dim(V+) =1

Vi finner en basis for V1 ved & lgse det homogene ligningssystemet med matrise
2100 2100
301 0]~13010 Her har vi trukket forste rad fra siste.
4 1 0 1 2 0 0 1

Vi ser at dersom vi velger a sette x = —1 sa far vi y = 2, z = 3 og v = 2. Siden rangen til
matrisen er 3, vil alle lgsninger veere et multiplum av denne, og en basis for V' er gitt ved
vektoren v4 = (—1,2,3,2).

Projeksjonen av b inn pa V4 er Py i (b) = 2¥t vy, og videre er Py (b) + Py 1 (b) = b.

Folgelig er
b) PVl(b) =Vy = (_1727372)> og
a) Pv(b) :b—V4 = (1,—2, —3,7).
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a) Den karakteristiske til matrisen A er det(A — A\I) =
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T—A 1 .
‘ 1 7_)\'. Her er det lett a
se at matrisen har rang 1 nar A = Ay =6 og nar A = Ay = 8.

En egenvektor tilhgrende Ay er vi = [1, —1]T, og en egenvektor tilhgrende Ay er vy = [1,1]T.

1 1
- _ 1
b) La P vere den ortogonale matrisen P = 7 [_1 J :

Siden P er ortogonal er P~' = P", og AP = PD, der D = [g g]

/ /
Med variabelskifte [ﬂ =P [:):/} , far vi [x/} =pT [ﬂ
Yy Yy Yy Yy
27 21\ "
Merk at [2/,y] = [ ,} = (PT [ }) = [z,y]P
Y Y
Dermed ser vi at
2 2 € T [T I ! 12 2
Tt 20y + 75 = ol 3] = eslPDPT 1] = 1D ] = 607 4 50
En diagonalmatrise D med en diagonal bestaende av bare 1-ere og —1-ere har egenskapen

D? = I. Siden A er diagonaliserbar kan vi skrive A = B~'DB der D er diagonal og med
kun 1-ere og —1-ere pa diagonalen. Fglgelig er

A2 =B 'DBB 'DB =B 'D?B=B"'B =1, som viser at A~! = A. O
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