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Lagsningsforslag

Vi har

8(1—1 81—4) 1—4¢ —164¢ »
w = ( .Z> — ( .Z) . Z — ? — _87/ — 86_7”/2.
141 147 1-—3 2
Lgsningene av ligningen 23 = w er Im
p21
2=z, = \?/gei(fﬂ/6+2k7r/3) // \\
/ \
— 26(4k71)ﬂ'i/67 k — 0’172‘ // \\
/ \
P& formen a + b blir lgsningene / \ Re
/ \
A Zo# - — — 1= z
Zozge—m/G:Q(cos%—isin%) z\/g—i, ’ ’
2 = 2e™? = 2,
29 =2e"/6 = _\/3 i (se figuren). w

a) Differensialligningen 223" +2y'—4y = 0 er en Cauchy-Euler-ligning, og vi finner lgsningen
ved & sette inn y = 2. P4 venstresiden far vi

? (™) + 2 (2™) — 4 (™) = 2" [m(m — 1) + m — 4] = 2™ [m® — 4] .
Hvis y = 2™ skal veere lgsning, ma vi ha m? —4 = 0, m = £2. Det gir generell lgsning
Yy = C12% + Cox 2.

Av initialbetingelsene 3 = y(1) = Cy + C3 og 2 = /(1) = 2C; — 2C, far vi C; = 2 og
C5 = 1. Lgsningen pé initialverdiproblemet blir da

y=22>+2"2 x>0.

b) Den generell lgsningen av y” + 2y +y = z'/3e~* har formen y = y, + y,. Her er
yp = Cre™ "+ Cyze™™ og vi kan bruke metoden med “variasjon av parametrene” for & finne
en partikuleer lgsning y,. Vi setter y, = ue™* 4+ vre ¥, og bestemmer u og v ved at u’ og
v’ skal passe i ligningssystemet

e +xe " =0 u +xv =0
—x, / —x, ! 1/3_— dvs. / / 1/3
—e " 4 (1 —z)e ™ = z'/Be7 7, —u' + (1 =20 =25
Ved & addere ligningene far vi v/ = 2'/3 som gir v = %1:4/ 3. Av den forste ligningen folger
da v = —zv' = —2%/3 som gir v = —%1:7/3. Dermed blir
3 3 9
Yp = _?x7/36—m + Zx4/3x€—:v _ 2—1‘7/36_30,

og generell Igsning er

9
Yy=yn+yp=Cre "+ Coxe ™ + 2—81’7/36_9”.

I-TMA4115v05 1. juni 2005 Side 1

b




TMAA4115 Matematikk 3 eksamen 08.06.05

a) Vi lgser ligningssystemet Ax = 0 ved & omforme A til en echelonmatrise:

1 -2 2 —1] OR+R 11 9 2 —1] @R 11 2 2 —1
—4)R1+R. 5)R: R
A=|-3 6 —2 1| OB g gy 4| DREB G o | —E
4 -8 3 1 0 0 -5 5 0 00 0

Med x = (x1, x2, x3, x4) er x1 og x3 ledervariabler og xo og x4 folgelig frie variabler. Setter vi
To = s og x4 = t, far vi ved tilbakesubstitusjon z3 = x4 =t og 1 = 229 —2x3+ x4 = 25— 1.
Lgsningen av ligningssystemet Ax = 0 er altsa

x = (2s —t,s,t,t) = s(2,1,0,0) + ¢(—1,0,1,1), s,t € R.
b) For & avgjgre om ligningssystemet Ax = b har lgsning, gjor vi de samme radoperasjonene

som i a) pa totalmatrisen [A b]. Det gir

1 -2 2 -1 4 1 -2 2 -1 4
[Ab]=|-3 6 -2 -1 0| ~|0 01 -1 3 |=[EV]
4 -8 3 1 0 00 0 c—1

Av echelonmatrisen [E b’ ] ser vi at ligningssystemet Ax = b er konsistent hvis og bare
hvis ¢ = 1. Nar ¢ = 1 kan vi igjen sette x9 = s og x4 = t, og vi far ved tilbakesubstitusjon
3 =34+x4 =3+togr; =4+2x0—2x3+x4 = —2+42s—t. Lgsningen av ligningssystemet
Ax = b for ¢ = 1 er folgelig

x=(-24+2s—1t,83+t1t)=s(21,00)+¢t-1,0,1,1) + (-2,0,3,0), s,t € R.
c) En basis for radrommet til A far vi ved & ta ikkenullradene i echelonmatrisen E' i a):
vi=(1,-2,2,—1), vo = (0,0,1, -1).
En ortogonal basis far vi ved & bruke Gram-Schmidts algoritme pa vy og va:

u; =VvVy = (1, —2,2, —1)
Vo .« Uyp

u; = (070717 _1) -

3 1
—(1,-2,2,-1) = ——(3,—6,—-4,7).
uj.ug 10(7 2 —1) 1(7 4 7)

U2 = Vy — 0
Vi kan slgyfe den skalare faktoren —11—0 i ug, og far fplgende ortogonale basis for Row(A):
u = (1,-2,2,-1), ug = (3,-6,—4,7).

En basis for Row(A)* finner vi ved & utnytte at Row(A4)* = Null(A), lgsningsrommet for
Ax = 0. Fra svaret i a) ser vi at en basis for Row(A)* er

w1 = (2,1,0,0), wy = (—1,0,1,1).

Vi kan finne verdien av determinanten ved f.eks. & utvikle etter fgrste rad:

_f_ggﬁ -2 0 0 1 -2 0

=(-2)| 1 -2 0[-8]0 1 —2[=(-2)-(-2)3-8-13=8.
0 1 =20 0 1 -2 0 1
0 )
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a) Generelt har vi
rang(A) + dimNull(4) =n

nar A er en m x n-matrise. Her er n = 5 og dim Null(A) = 3. Siden rang(A) er kolonne-
rommets (og radrommets) dimensjon, fplger dim Col(A) = 2, og riktig svar er alternativ B.

b) Ved & multiplisere A med hver av vektorene vy, va, v3 og vy, far vi

1 2 1 3 1 0 1 -1
Al 1l =12, A ol=1] o], Alol=|-3|, All|=|-1
~1 0 —2 —6 1 —6 2 0

Siden (3,0,—6) = 3(1,0,—2), er vo = (1,0, —2) en egenvektor for A med tilhgrende egen-
verdi A = 3. Riktig svar er fglgelig alternativ B.

@ a) Vi finner egenverdiene til A = [jl _11] ved & lgse ligningen |A — M| = 0. Her er

|A— M| =

—1-A 1
1 —1-A

‘:()\+1)2—1:/\(/\+2)

s& egenverdiene til A er Ay =0 og Ao = —2.

For Ay = 0 far vi
—1 1 -1 1
A_All_[ 1 —1]”[ 0 0]'

En egenvektor er v = (1,1), og alle egenvektorene for A\; = 0 er gitt ved svy, s # 0.

For Ay = —2 far vi
11 1 1
A_AQI_L JN[O o]'

En egenvektor er vo = (1, —1), og alle egenvektorene for Ao = —2 er gitt ved tvg, t # 0.

Gitt k #£ 0. Av Av = \v fglger kAv = kAv. Matrisen kA har derfor egenverdiene kA = 0
og ko = —2k og de samme egenvektorene som A. (Nar k = 0, er kA nullmatrisen, og alle
vektorer # 0 i R? er egenvektorer for kA.)

b) For x = z(t) og y = y(t) far vi differensialligningssystemet

dx Y

_—_4.i+4._ /
at 100 100 gys L=l Lpjep 1 e
d_y 4 ad 4 Y . 1 -1

dt 100 100

der A er matrisen i a). Egenverdiene (kM) til 5 A er 0 og —2/25 med tilhgrende linezert
uavhengige egenvektorer vi = (1,1) og vg = (1,—1). Det gir

T = Cl + 0267215/25

Tl _ ot |1 —2t/25 1
R Rl B R

Av initialbetingelsene 0 = x(0) = C; + C3 og 10 = y(0) = C; — Cy far vi C; = 5 og
Co = —5. Folgelig er

xz(t)=5— Be~2t/25 [g] og y(t)=5+ Be~2t/25 [g] fort > 0.

I-TMA4115v05 1. juni 2005 Side 3



TMAA4115 Matematikk 3 eksamen 08.06.05

Vi har

Y1 Y2
T
W' = y1ys + y1ys — yhy1 — Y2yt = y1ys — Y2y .

W= = Y1Y5 — Y2y]

Ved & utnytte at yi = —py| — qy1 0g Y5 = —pys — qy2, far vi

W'+ p(2)W = 1y — Y2y + py1ys — pY2y]
=v1 (—pys — qy2) — y2 (—py) — ay1) + py1vh — py2y| = 0.

En integrerende faktor for ligningen W’ + p(z)W = 0 er F(x) = el P@)dz  Fgleelig kan
!/
ligningen skrives (ef p(z) dz W) = 0, og lgsningen er
eJP@dryy — ¢ dvs. W = Qe JP@)dx

der C er en konstant. (Dette uttrykket for W gar under navnet Abels formel.) Hvis C' =0
sder W=W(x)=0forallex el HvisC#0saer W=W(x)#0 for alle z € I.
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