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Integraltransformer

Vi skal de neste tre ukene studere tre ting som ved første øyekast ser veldig vanskelige ut, nemlig kon-

volusjon

𝑥(𝑡) ∗ 𝑦(𝑡) = �
∞

−∞

𝑥(𝜃)𝑦(𝑡 − 𝜃) 𝑑𝜃,

fouriertransform

𝑋(𝜔) = ℱ {𝑥(𝑡)} = �
∞

−∞

𝑥(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡,

og ensidig laplacetransform

𝑋(𝑠) = ℒ {𝑥(𝑡)} = �
∞

0

𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡.

der 𝑠 = 𝜎+𝑖𝜔. Disse tre dyrene her tar lang tid å forstå,men er på hver sinmåte veldig viktige for analyse

av alle slags lineære systemer, ikke bare elektriske. Fouriertransform er et spesialtilfelle av laplacetrans-

form (sett𝜎 = 0). Konvolusjon er et slagsmerkelig produktmellom funksjoner. En av de viktigste tingene

å ta stilling til i starten, er hva som kan puttes inn i disse dyrene.

1 Kan du fouriertransformere funksjonen 𝑓(𝑡) = 1?

2 Kan du laplacetransformere funksjonen 𝑓(𝑡) = 1?

3 Hva med 𝑓(𝑡) = 𝑒−|𝑡|? (Prøv både laplace og fourier.)

4 Hva med 𝑓(𝑡) = cos 𝑡? (Prøv både laplace og fourier.)

Vi var så vidt innom laplacetransform i første semester. Vi skal nå ta en liten repetisjon av hva det gikk i.

Vi brukte den til å løse ordinære differensiallikninger.

5 Bruk laplacetransform til å løse initialverdiproblemet

�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 0 𝑥(0) = 1.

Det er to spesielle funksjoner som er veldig viktige i elektroteknikken. Det ene er enhetssprangfunksjo-

nen

𝑢(𝑡) = �
0 for 𝑡 < 0

1 for 𝑡 ≥ 0.

som vi allerede kjenner til. Man kan tenke på denne som en funksjon som slår noe på ved 𝑡 = 0.

𝑡

𝑢(𝑡)

6 Bruk laplacetransform til å løse initialverdiproblemet

�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 1) 𝑥(0) = 1.
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Den andre har vi ikke sett ennå, og er ikke egentlig en funksjon. Den kalles Diracs deltafunksjon (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function). I starten kan man tenke på den som

𝛿(𝑡) = �
0 for 𝑡 ≠ 0

∞ for 𝑡 = 0.

Her er en mer presis definisjon. La

𝑔𝑘(𝑡 − 𝑎) = �
1/𝑘 for 𝑎 < 𝑡 < 𝑎 + 𝑘

0 ellers

Slik ser de ut:

𝑥

𝑦
𝑔1/8

𝑔1/2

𝑔1/4

𝑎

Vi definerer

𝛿(𝑡) = lim
𝑘→0

𝑔𝑘(𝑡) = �
∞ for 𝑡 = 𝑎

0 ellers

Deltafunksjonen brukes til å modellere impuls, altså energitilførsler der den påtrykte kraften er ekstremt

høy og ekstremt kortvarig, for eksempel hammerslag. Man kan også tenke på den som noe som plukker

ut funksjonsverdier fra integraler:

�
∞

0

𝑓(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑎) 𝑑𝑡 = lim
𝑘→0

1

𝑘
�
𝑎+𝑘

𝑎

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑎).

Deltafunksjonen er strengt tatt ikke noe funksjon, og heavisidefunksjonen er ikke deriverbar. Det kan

allikevel være fruktbart å tenke på deltafunksjonen som et forsøk på å sette opp den deriverte til heavi-

sidefunksjonen. Deltafunksjonen er et veldig viktig verktøy for alle signalbehandlere, for den represen-

terer et signal som inneholder like mye av alle frekvenskomponenter. Det sies at Asbjørn Krogstad (le-

gendarisk professor i akustikk på NTH) tok med seg pistol og fyrte av et skudd inne i Nidarosdomen

i forbindelse med et oppdrag der han skulle analysere akustikken i rommet. Paul Dirac, som oppfant

deltafunksjonalen, fikk nobelprisen i 1933 med Erwin Schrödinger for sitt arbeid med kvantemekanikk

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac.

7 Finn laplacetransformen til deltafunksjonalen.

8 Bruk laplacetransform til å løse initialverdiproblemet

�̈�(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡 − 1) 𝑥(0) = 1.


