TMA4111 Matematikk 3 for MTELSYS

Polarkoordinater

Da vi tok integralet av funksjoner av én variabel var dette ganske greit, vi hadde bare en méte
a bevege oss langs tallinjen slik at det & ta en uendelig sum langs tallinjen var relativt enkelt &
utlede.

Vi har siden sett at nar vi far flere variabler blir ting fort mer komplisert, det er uendelig mange
likeverdige mater & bevege oss i x-y-planet. Hvordan kan man beskrive disse forskjellige matene? Og
hvordan passer vi pa at integralet forblir likt uansett hvordan vi beveger oss i planet?

En kjent forestilling vi skal ta for oss kalles polarkoordinater. Husk at dere har allerede vaert innom
dette nar det kommer til komplekse tall. Der sa vi at alle tall i (det komplekse) planet kunne beskrives
ved hjelp av en vinkel og en radius.

Punkter langs en sirkel med radius r kan beskrives slik:

X =rcosf
y=rsind
Forklar muntlig hvorfor det er slik at dersom 0 < 0 < 2m og 0 < r < 00 53 vil (x,y) ga innom

alle punkter i planet.

Den overnevnte beskrivelsen kalles polarkoordinater og er en alternativ mate & beskrive punktene i
planet. Bemerk at vi fortsatt trenger to variabler, 7 og 8, men at det er en /itt komplisert sammenheng
mellom hvordan en endring i r eller 8 vil flytte de "vanlige” koordinatene til et punkt i planet.

Enhetsdisken er alle punktene i planet som ligger innenfor en sirkel med radius 1.

a) Beskriv enhetsdisken ved hjelp av "vanlige" koordinater, x og y, samt en ulikhet. (Hint: Du
bgr ende opp med noe som ser cirka slik ut f(x,y) < 1)

b) Beskriv enhetsdisken ved hjelp av polarkoordinater og to ulikheter. (Hint: en ulikhet gér pa
r og en pa )

N& kan du lure pad hvorfor vi repeterte polarkoordinater nar det vi egentlig driver med er multiple
integraler. Neste oppgave vil forhdpentligvis gjgre dette klart.

En viktig detalj fgrst. Nar man skal beregne integraler av funksjoner av flere variabler ma man
"kompensere” for valget av koordinater man tar. Vi skal gd naermere inn pa hva dette vil si litt
senere. For nd trenger dere bare vite at dA = dydx i "vanlige” koordinater og dA = r - drd@ i
polarkoordinater.

La D veere enhetsdisken. Beregn fglgende integraler:

a) ffD x% 4+ y2dA med "vanlige” koordinater (Hint: Du m3 starte med 3 beskrive integrasjons-
omradet ved hjelp av ulikheten fra tidligere. Finn to funksjoner y = f(x), ¥y = g(x) som
omradet er begrenset oven- og underifra, finn deretter grenser pé x).

b) JJ, x* +y?dA med polarkoordinater (Hint: Husk & sette inn sammenhengen mellom x, y og
7,0 fra oppgave 1).
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Figur 1: Einingsdisken

Regn ut dobbeltintegralet
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der D er omradet begrenset av x > 0, y > 0 og x? + y? = 1.

Finn volumet av legemet som ligger mellom flatene gitt ved z = x? + y2? og 3z = 4 —x? — y2.

Dagens moro

Regn ut det uegentlige integralet
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