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Oppgave 1 Anta at realdelen til s er positiv. Vi beregner

L(x) =
∫ ∞

0
e−stx(t) dt

= 1
2

∫ ∞

π
e−st cos t dt

= 1
2

∫ ∞

π
e−st

(
eit + e−it

)
dt

= 1
2

∫ ∞

π
e(i−s)t + e−(i+s)t dt

= 1
2

(
e(i−s)π

s − i
+ e−(i+s)π

s + i

)

= −e−πs

2

( 1
s − i

+ 1
s + i

)
= − se−πs

s2 + 1 .

Oppgave 2 Vi beregner∫
C

ds =
∫ 2π

0
‖ż(t)‖ dt =

∫ 2π

0

√
2 dt = 2

√
2π

Oppgave 3 Vi vil ha kurver på formen c = 4x2 +5y2. Her er det greit å skrive
om til

1 = x2(√
c/4

)2 + y2(√
c/5

)2

slik at det blir lett å se at kurvene er ellipser med halvakser
√

c/4 og
√

c/5, sentrert
i origo.
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Oppgave 4 Vi beregner først gradienten til f :

∇f(x, y) = [2x + y − 1, x + 2y − 1]

og når vi leter etter punkter der denne er null, får vi likningssystemet

2x + y = 1
x + 2y = 1

som har den entydige løsningen x = y = 1
3 . Dette er det eneste kritiske punktet,

og hessematrisen i punktet er

f ′′
(1

3 ,
1
3

)
=
[
2 1
1 2

]

som har egenverdier 1 og 3. Siden alle egenverdiene er positive, må det kritiske
punktet være et bunnpunkt.

Oppgave 5

F(x) =

−x2
x1
x3


a) Her er det enklest å bruke divergensteoremet. Siden ∇ · F = 1 og T er en

pyramide med grunnflateareal 1 og høyde 3, får vi∫∫
∂T

F · dS =
∫∫∫

T
∇ · F dx = 1

b) Her er det enklest å bruke Stokes teorem, siden ∇×F = (0, −2, 0) er konstant
og flaten er et plan. En enkel parametrisering for flaten er z : D → R3 der

z(y1, y2) =

 y1
y2

3 − 3y1 − 3y2/2


og D er gitt ved ulikhetene y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 og y1 + y2/2 ≤ 1. Vi beregner
først

∂z
∂y1

× ∂z
∂y2

=

 1
0

−3

×

 0
1

−3/2

 =

 3
3/2
1


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(som peker ut av T), og så

∇ × F (z(y)) · ∂z
∂y1

× ∂z
∂y2

=

0
0
2

 ·

 3
3/2
1

 = 2

slik at ∫∫
S

F · dS =
∫∫

D
F (z(y)) · ∂z

∂y1
× ∂z

∂y2
dy =

∫∫
D

2 dy = 2

Dette betyr at F gjør arbeidet 2 dersom en partikkel reiser rundt C mot
klokken sett utenfra, og arbeidet −2 dersom partikkelen går motsatt vei.

Oppgave 6 Det elektriske feltet fra en punktladning q plassert i origo er

E(x) = q

4πε0

x
‖x‖3 ,

der x = (x1, x2, x3).

a) Dersom x 6= 0, er

∇ · E = q

4πε0
∇ ·

(
x

‖x‖3

)

= q

4πε0

3∑
k=1

∂

∂xk

xk

‖x‖3

= q

4πε0

3∑
k=1

(
1

‖x‖3 − 3 x2
k

‖x‖5

)

= q

4πε0

(
3

‖x‖3 − 3
‖x‖3

)
= 0

b) En finfin parametrisering for enhetskuleskallet, er z : [0, π] × [0, 2π] gitt ved

z(φ, θ) =

cos θ sin φ
sin θ sin φ

cos φ


Vi beregner først

∂z
∂φ

× ∂z
∂θ

=

cos θ sin2 φ
sin θ sin2 φ
cos φ sin φ


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og

E(z(φ, θ))· ∂z
∂φ

× ∂z
∂θ

= q

4πε0

1
‖z(φ, θ)‖

cos θ sin φ
sin θ sin φ

cos φ

·

cos θ sin2 φ
sin θ sin2 φ
cos φ sin φ

 = q

4πε0
sin φ

siden ‖z(φ, θ)‖ = 1. Med andre ord er∫∫
∂Ω

E · dS = q

4πε0

∫ π

0

∫ 2π

0
sin φ dθdφ = q

ε0
.

Oppgave 7 Vi beregner

F(e−a|x|) =
∫ ∞

−∞
e−a|x|e−iωx dx

=
∫ ∞

0
e−axe−iωx dx +

∫ 0

−∞
eaxe−iωx dx

=
∫ ∞

0
e−x(a+iω) dx +

∫ 0

−∞
ex(a−iω) dx

= 1
a + iω

+ 1
a − iω

= 2a

a2 + ω2

Oppgave 8 La oss først få dette over på funksjonsform. Den øverste halvkulen
i det nederste kuleskallet beskrives av funksjonen

f(x, y) =
√

1 − x2 − y2

mens den nederste halvkulen i det øverste kuleskallet beskrives av funksjonen

g(x, y) = 1 −
√

1 − x2 − y2.

og høyden mellom disse kuleskallene som en funksjon av x og y er

h(x, y) = f(x, y) − g(x, y) = 2
√

1 − x2 − y2 − 1.

Skjæringskurven mellom kuleskallene er x2 + y2 = 3
4 , siden

√
1 − x2 − y2 = 1 −

√
1 − x2 − y2 =⇒ x2 + y2 = 3

4
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og vi må derfor integrere h over projeksjonen av området x2 + y2 ≤ 3
4 i xy-planet.

Det gjøres enklest i polarkoordinater:

V =
∫∫

x2+y2≤ 3
4

h(x, y) dydx

=
∫ 2π

0

∫ √
3/2

0

(
2
√

1 − r2 − 1
)

rdrdθ

= 2π

−2
3(1 − r2)3/2 − 1

2r2
∣∣∣∣∣
r=

√
3/2

r=0

 = 5π

12


