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LUNDHEIM SPESIAL

| dette notatet skal vi studerer mer sofistikerte metoder for linezre systemer.

Systemer og operatorer

| systemteorien undersgker man hvordan ulike systemer samhandler og pavirker hverandre. Et system
er “noe” som lar seg pévirke av noen systemer og som i sin tur pavirker andre. Vi kaller gjerne
det som pavirker systemet en “inngang” og pavirkningen som systemet har pad andre systemer, en
“utgang”. Pavirkningene modellerer vi som funksjoner av tid, og selve systemet som en operator pa
et rom av slike funksjoner.

En forsterker pavirker en hgyttaler som i sin tur pavirker luften i et rom slik at der dannes lydbglger,
som i sin tur kan pavirke en mikrofon. En slik kjede av systemer som pavirker hverandre gjennom
tidsfunksjoner er vist i figuren under. Her har vi fire ulike systemer og fem ulike tidsfunksjoner som in-
dikerer en kjede av pavirkninger mellom systemene. Funksjonene x,, x5 og x5 representerer elektriske
signaler, mens x5 og z, uttrykker lufttrykk heholdsvis ved hgyttaleren og ved mikrofonen.
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Funksjonene i eksemplet over kan betraktes som elementer i et funksjonsrom, for eksempel C*°(R),
altsd rommet av alle glatte (uendelig mange ganger deriverbare funksjoner). Hvert av systemene kan
ses pa som en operator pa dette rommet, altsd en “funksjon” J som tar inn en funksjon x og gir ut

en annen funksjon y:
y=H{z}.

Eksempler pé en slik operatorer er derivasjonsoperatoren
y=D{z} =1,
eller hgyresiden i en differensiallikning, slik som

y=L{z} =3i+25+x.

Lineaere systemer og operatorer

Et system gitt ved operatoren H sies a vaere lineaert dersom vi for alle konstanter a, b har at
H{ax + by} = aH {x} + bFH {y}.

Selve operatoren kalles da en linezroperator.
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Tidsinvariante systemer

Et system gitt ved operatoren J sies a vaere tidsinvariant dersom fglgende gjelder:
Dersom inngangen z(t) gir utgang y(t) = H {z(t)}, vil

FH Azt —tg)} =yt — 1)

for alle t,.

Hva betyr dette?

Et eksempel pa et tidsinvariant system er en linear elektronisk krets der alle komponenter har
verdier som ikke varierer med tiden.

Men hvordan kan man bruke definisjonen for & avgjgre om et system er tidsinvariant? Det
enkleste er & se pa et eksempel pa et system som ikke er tidsinvariant. La systemet A vaere
definert ved y(t) = H {z(t)} = tz(t). Da blir H {z(t —t,)} = tx(t —t_) som ikke er det
samme som y(t —t,) = (t —ty)z(t —t;).

r
.

| eksempel ovenfor har vi en situasjon hvor utgangen av ett delsystem blir direkte brukt som
inngangen til det neste. Dersom vi, for eksempel representerer forsterkeren med operatoren #; og
hgyttaleren som operatoren # 4 kan vi skrive lydsignalet som

z3(t) = Ho{H {z}} (1

Vi kan n3 definere den sammensatte operatoren som det som omformer signalet x,(¢) til z4(t).
Denne nye operatoren betegner vi

~—

Ty =Ty T,

som betyr at farst benyttes operatoren ', og deretter ', Dermed kan (1) skrives

z3(t) = Hop{a, ) = (Hyo Hy){z, )

To nyttige signaloperasjoner

| elektroniske og andre systemer som opererer med tidsfunksjoner er det ofte nyttig & operere pa
selve argumentet til funskjonen, altsa tiden. De to vanligste slike operasjoner er translasjon og dila-
tasjon.

En translasjonsoperator er “noe” flytter et signal et visst stykke ¢, langs tidsaksen. Den kan defineres
ved operatoren T _ slik:

Ty {(t)} = a(t —to).

Nar ¢, er en positiv stgrrelse, vil signalet bli forsinket i vanlig forstand. | teorien er det ogsd mulig &
bruke negativ ¢, noe som tilsvarer en fremskynding av signalet.

De fleste vinylplater skal avspilles med en hastighet pd 33 omdreininger per minutt. Men det finnes
ogsa plater innspilt med 45 omdreininger per minutt. Dersom du spiller av platen pé feil hastighet
far du et signal som om tiden gar hurtigere eller saktere enn normalt. Dette er et eksempel pa
tids-dliatasjon og kan matematisk beskrives ved dilatasjonsoperatoren 2, definert ved

D, {x(t)} = x(at).
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Du har sikkert lzert at operasjonen + er kommutativ, det vil si at a+b = b+a. Matrisemulitplikasjon er
et eksempel pa en operasjon som ikke er kommutativ, det vil si at det ikke alltid er slik at AB = BA.
For sammensetningsoperatoren o gjelder noe lignende. For noen operatorer A og B er det slik at
AoB = BoA, for andre er det ikke slik. De to operatorene T og D, er generelt ikke kommutative.

Hvordan ser du det?

Konkrete eksempler pa translasjon og dilatasjon kan illustreres med fglgende eksempel. La x vaere

funksjonen

z(t) = e cos(2mt)

som illustrert i figur a). Her ser vi

Ta{w(t)} = x(t—3)

i figur c) og

Do{a(t)} = a(t/2)

i figur b). Figur d) viser enten
eller

Hva er riktig?

a) x(t)

c) x(t-7)

730ﬂ2
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b) x(at)
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Integraltransformer

Innen elektronikk og signalbehandling trengs verktgy for & analysere eksisterende systemer og a desig-
ne nye. Mange av disse verktgyene er matematiske. Vi har tidligere sett pa to viktige “verktgykasser”,
nemlig linezralgebra og differensialligninger. | dette kapitlet ser vi pd et annet sett av matematiske
strukturer, nemlig det som kalles integraltransformer. Disse er sentrale for & kunne utfgre presise
resonnement om lineaxre system og a tolke hvordan slike vil pavirke hverandre.

Vi sa at elektroniske systemer kan betraktes som operatorer som tar inn en funksjon av ¢ og gir ut
en annen. Vi skal nd se pad en annen type operator, nemlig det som kalles en transform. Denne har
ogsa en tidsfunksjon z(t) som argument, men gir ut en funksjon av en annen variabel, som vi ofte
kaller s. Dersom vi kaller selve transformen T, kan dette skrives

X(s) = T {a(t)}.

Vi bruker her konvensjonen at tidsfunksjonen skrives med liten bokstav = og den tilsvarnde transfor-
merte funksjonen med stor X.

Konvolusjon

En binaer operator er “noe” som gjgr noe med to elementer i en mengde slik at vi far et nytt element.
Kjente eksempler fra tallmengder er “vanlig" addisjon og multiplikasjon. Dette generaliserer vi enkelt
til reelle funksjoner, slik at vi kan f3 en ny funksjon ved & addere resultatet av to andre. Vi kan alts3
danne oss funksjonen z(t) ut fra to andre funksjoner z(t) og y(t) ved

2(t) = w(t) +y(t).
Tilsvarende kan vi gjgre med mulitplikasjon.

Vi skal nd se pa en type binare operator pad rommet av integrerbare funksjoner som ikke er genera-
liseringen av en “kjent” operator pa tall. Dette er konvolusjonsoperatoren. Ved hjelp av denne kan
vi danne oss en funksjon z(¢) ut fra to andre funksjoner xz(t) og y(t) ved

oo
aAt) = alt)xylt) = [ a(O)ut —6) do. 2)

—0oQ
Vi presiserer altsd at symbolet * jkke star for multiplikasjon, og resultatet av operatoren er ikke et
tall men en ny funksjon. Det finnes forskjellige typer konvolusjoner, og det er stort sett integrasjons-
grensene som skiller dem. Hvilken type integrasjonsgrenser som er mest relevant, kommer litt an pa
anvendelsen, men vi begynner altsd med den her.

Viktig regel

Det er lett & vise at konvolusjonsoperatoren er kommutativ, altsd at

2(t) * y(t) = y(t) * x(t).
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Anta at vi har funksjonene

z(t) = u(t)e* X, 49
i
og
y(t) = u(t) —u(t —4) N
hvor wu(t) er heavisidefunksjonen definert ved o 4 t
0 fort<O
u(t)_{ 1 fort>0.

Det vil si at x(t) er null for negative ¢ og eksponensielt avtagende for t > 0, og y(¢) er en firkantpuls
av lengde 4 som starter i t = 0.

Konvolusjonen vi skal studere er altsa integralet GJJEU:—B)/H@
2(t) = x(t) x y(t) = y(t) * =(t) | .
o0 0 4
— [ (e —0) a0 b /g}t—e@u@
= / y(0)e= 9 ap | -
0 4 5
X(t-6),y(©)
For a forstd hva konvolusjonsoperatoren “gjgr" ma vi se naermere pa selve c) 1
integralet. Det er da viktig & merke seg hva som er integrasjonsvariabelen,
nemlig 6. Den “egentlige” tidsvariabelen ¢ kan na regnes som en konstant o 8
innenfor integraltegnet, og angir en transalasjon av funksjonen z(6) langs 4 z((t-e),g(e)
f-aksen. Dette har vi prgvd illustrert i figur .
Figur a) illustrerer situasjonen for ¢t = 0. y(0) ser ngyaktig likedan ut som i %
figur . Men x(t — 0) har blitt speilet om vertikalaksen siden det er kommet 0 4 ]
et minustegn foran 6. Siden ¢ = 0 er det altsd z(—0) som er tegnet. Og her e f(t‘e)/y(e)

har vi opphavet til ordet “konvolusjon”. Det betyr “bretting” eller “foldning”.
P3 samme mate som en konvolutt er “brettet” rundt et brev. Pa norsk er .
ogsa “folding” ofte brukt i stedet for “konvolusjon”. o 4 6

Hva skjer s videre i integralet? Jo, vi tar produktet av de to funksjonene. .‘() Ejy(e)

| situasjonen ¢ = O blir dette produktet null, siden minst en av funksjonene
er null for hvert punkt pad 6-aksen.

| Figur b) har vi satt ¢ = 1. Da har vi et overlapp av omrader hvor begge X(t-6),Y(®
funksjonene er forskjellig fra null, og vi far et integral indikert ved det skar- 3) h'/
verte omradet. Videre i figur c-g) ser vi hvordan overlappet og integralet

varierer ettersom t gker. Ty

0 4 6

E
Sa det konvolusjonen “gjgr” er altsd for hver eneste verdi av t:

1. “brette” funksjonen x(0) om vertikalaksen

2. translere den distansen ¢ langs #-aksen

3. multiplisere med y(0)

4. integrerer resultatet fra —oo til co.
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Nar vi nd har sett pa dette grafisk, la oss finne matematisk hvordan den resulterende funksjonen
z(t) = x(t) = y(t) blir.

Vi ser fgrst pa tilfellet ¢ < 0. Da far vi (enda tydeligere enn i figur a) at det ikke noe overlapp mellom
funksjonene, og integralet blir lik 0, altsa

2(t) =x(t) *y(t) =0

Videre, for 0 < t < 4 har vi en situasjon hvor funksjonene overlapper i intervallet § € (0,t) (se
figur b—d). Her er y(0) =1 og vi far

z(t) = x(t) xy(t) = /t z(0)-1;d0 = /t et=%.1;d0
0 0
=1—e"

(Sjekk at du er med p& denne utregningen. Her er det virkelig viktig & holde orden p& hva som er
integrasjonsvariabel og ikke.)

Til slutt har vi tilfellet ¢ > 4 (figur e—g.) Da er overlappingsomradet 6 € (0, 4) og integrasjonsgrensene
tilsvarende, altsa:

2(t) = x(t) x y(t) = / et=0.1;df

=e (et —1).
Det komplette uttrykket for z(t) blir altsa Z ()
0 fort <0
2(t)=a(t)*xy(t)=< 1—e? for0<t<4
et(et—1) fort >4, } >
( ) 0 4 t
og vi har skissert formen i figuren ved siden av.
Fouriertransform
Dette er noe som har en spesiell plass i elektroingenigrens hjerte.
Fouriertransform
Fouriertransformen til f er
X(w)=F{z(t)} = / z(t)e ™t dt. (3)
der w er en reell variabel.

Siden
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ser vi at det gir ingen mening 3 stappe inn en funksjon som ikke lar seg integrere pd hele t-aksen.
Det er vanlig & kreve at = er absolutt integrerbar, altsa at

/OO lz(t)| dt < 0. (4)

Det er mulig 3 slakke noe pa dette kravet, med det skal ikke vi gjgre.

Inngangsbillett til fouriertansform

Dersom x er absolutt integrerbar, konvergerer integralet

/ x(t)e ™t dt.

absolutt.

| beviset far vi bruk for at funksjonen e ="' = cos wt —i sinwt er en parametrisering av enhetssirkelen,
med |e"™!| =1 for alle w og t.

Dersom w og x er reelle, er [e7!| =1, slik at

/ a(t)eit| dt = / 2 (8)] - || dt

—0o0 —0o0

- /: |z(t)| dt < co.

Vi har tilgang pa en formel for den inverse transformen, men her trengs strengere krav pa regulariteten
til signalet.

Invers fouriertransform

Dersom z(w) er glatt og alle deriverte synker raskt nok nar ¢t — oo, er

x(t) = % /OO X(w)e™t dw. (5)

Hva betyr det at alle deriverte synker raskt nok ndr ¢ — co? Det er vanlig & kreve at

dn
—x(t)‘ < o0

sup [t[" | =2

teR

for alle k og n, for da er det ikke s& vanskelig & bevise at inversformelen gjelder (det er fremdeles
litt for vanskelig for oss). Funksjoner som tilfredsstiller dette kravet, utgjgr et vektorrom som kalles
Schwartzrommet. Det gar an 3 slakke pd dette kravet, men da ma alt baseres pa den ovennevnte
integrasjonsteorien oppfunnet av Lebesgue. Vi skal fouriertransformere funksjoner som ikke tilhgrer
Schwartzrommet, sa vi far bare lukke gynene og hape at det gar bra. Men det gér allikevel an & f&
en ide om hvorfor inversformelen er som den er ved 3 ta en titt tilbake pa fourierrekker.
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Hva betyr dette?

P3 samme mate som at en fourierrekke uttrykker et periodisk signal som en sum av fre-
kvenskomponenter, viser (5) at dette ogsa kan gjgres for “alle” signaler, enten de er periodiske
eller ikke. Det at summen gér over til et integral, betyr bare at frekvenskomponentene ligger
uendelig tett. Tar vi absoluttverdien til fouriertransformen, viser | X (w)| “hvor mye" av fre-
kvensen w som er til stede i signalet x(¢). Dette forutsetter naturligvis at signalet x(¢) har en
fouriertransform, men som nevnt tidligere er de aller fleste signaler av ingenigrmessig interesse
fouriertransformerbare.

Fouriertransformen til et signal omtales ofte som signalets spektrum. Stgrrelsene | X (w)]
og ZX(w)| kalles tilsvarende amplitudespektrum og fasespektrum.

Vi vil se pd funksjonen
2(t) = Sl (6)

der a > 0. | figur 1 a) og c) ser vi to varianter av funksjonen med henholdsvis “stor” (a = 10) og
“liten” (a = 2) verdi av konstanten a.

a  xfha=10 b)  X(w), a=10

o  x)a=2 d  X)a=2

Figur 1: Funksjonen z(t) fra (6) og den fouriertransformerte X (w) for ulike verdier av a.

x(t) avtar raskt bade for store positive og store negative verdier av ¢, sé det er lett & vise at betingelsen
(4) er oppfylt slik at den har en fouriertransform. Denne kan da beregnes slik:

o) o) 0
X(w) = ety =5 [ eetleier ay = ( [ ety [ este dt)
—00 0

—00

0o 0
— 2 / e—t(a-i—iw) dt _|_/ et(a—iw) dt | = 2 ( 1 + 1 )
2\ . 2\a+w  a—iw

a? 1

=2 > = w2
Hwt 14+ (%)

(7)
(8)

Det fgrste vi merker oss ved X (w) er at den er reell. Det er ikke vanlig. For de fleste funksjoner vil
den fouriertransformerte vaere kompleks-valuert. Det kan vises (prgv, det er ikke vanskelig) at X (w)
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alltid blir reell nér x(t) er en like funksjon. Videre ser vi i figur 1 a) og c) at nar jo stgrre a er, jo
smalere blir grafen til z(t). Dette samsvarer med at z(t) slik den er definert kan skrives

z(t) =D, {e 1t}

som altsa tilsvarer en skalering av tidsaksen.

Samtidig ser vi fra figur 1 b) og d) at det omvendte gjelder for fouriertansformen; den blir bredere jo
stgrre a er. Ser vi pa uttrykket for X (w) finner vi at denne ogsé kan skrives som en dilatasjon, men

denne gangen med 1/a
1
X(w)=2 — s .
(w> 1/a {1 — w2}

Dette resultatet er ikke spesielt for den valgte funksjonen, men noe som kan formuleres som en regel
som alltid gjelder for en vilkarlig funksjon:

Dilatasjonsregelen

Dersom funksjonen x(t) har fouriertransform X (w), gjelder

F {a(at)} = ﬁX(_>

Hva betyr dette?

En litt uformell tolking av dilatasjonsregelen kan formuleres som at dersom du gj@r noe smalere
i tidsdomenet, blir det bredere i frekvensdomenet. Eller: korte pulser har hgy bdndbredde. Dette
vet alle som steller med signalbehandling: Dersom man skal overfgre mye informasjon, bruker
man korte pulser, og da trengs stgrre frekvensspekter for 3 overfgre dem.

Transformpar

De to funksjonene z(t) og X (w) fra (6) og (7) danner det vi kaller et transformpar, det vil si
to funksjoner der vi kan ga fra den ene til den andre ved fourier- eller invers fouriertransform.
Vi skriver dette slik:

1

a F
—eoltl &
T

2

Men det er mer & lere av eksempel . Dersom vi ser pa figur 1 igjen, ser vi at nar funksjonen blir
bredere i tid, er hgyden mindre. Man kan kanskje visuelt se at arealet under grafen er ganske likt i
de to figurene. Det er faktisk lett & vise at

/ _getlat=1, (9)

altsd uavhengig av a.

La oss sa se pa den fouriertransformerte X (w). Fra figur 1 ser vi at denne har maksimum for X (0) = 1.
Vi ser ogsad at “humpen” rundt ¢ = O blir bredere ettersom a gker. Faktisk, og dette ser du lett, vil
X(w) — 1 for alle verdier av w ndr a — 0.

Tilbake til (). Vi ser altsd at den bade blir smalere med gkende a og hgyere. Disse to tendensene
kompenserer hverandre slik at integralet (9) blir 1 for alle verdier av a. Men merk at nar a — oo, vil
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x(t) — 0 for alle t # 0. | grensen far vi det som kalles delta-pulsen eller Dirac-pulsen' som betegnes
o(t).
Mer om deltapulsen

Vi introduserte deltapulsen som et slags grenseverdi til funksjonen x(¢) i (6) nér a — co. Da hadde
vi at z(t) — oo for t = 0 og x(t) — O for alle andre verdier av t. Denne oppfgrselen gjgr at vi ofte
symboliserer deltapulsen med en pil som vist figur 2.

2

1
S

[o t

Figur 2: Grafisk fremstilling av delta-pulsen plassert i ¢t = 0. Hgyden pa pilen angir intgralet, som er
lik 1.

Et resultat av dette er at

/bé(t)dt = { (1) nar 0 € (a,b)

ellers.

hvis og bare hvis 0 € (a, b). Det vil si at dersom ¢t = 0 er inneholdt i integrasjonsomradet er integralet
lik 1, ellers er det null. Derfor kan deltapulsen brukes til & “plukke ut” verdien til en funksjon i punktet
t =0 ved -
/ x(t)d(t)dt = z(0).
—00
(Her kunne vi ogsd ha brukt andre integrasjonsgrenser, sa lenge ¢t = 0 er med i integrasjonsomradet.)
Tilsvarende gjelder dersom vi translerer delta-pulsen. D3 far vi

/Oo 2()8(t —ty)dt = z(t,). (10)

Den umiddelbare nytten av et slikt resultat kan vaere vanskelig & fa gye pa, men vi skal snart se at
denne “plukke-ut-egenskapen” er ngkkelen til hvorfor impulsresponsen til et system er sa viktig.

Impulsresponsen

Mange systemer (for eksempel elektroniske eller mekaniske) kan modelleres som linezre og tidsinva-
riante. Det vil si at utgangen y(t) av systemet er Igsningen av en linezr, autonom differensialligning
med konstante koeffisienter som har inngangen (patrykket) x(¢) pa hgyre side av likhetstegnet. Lgs-
ningen av en slik differensialligning kan som kjent skrives

y(t) =y, (1) + yp(t).

Her er y,,(t) en lgsing av den homogene ligningen, og er siledes uavhengig av patrykket z(t), mens
Yy, (t), den partikuleere Ipsningen. | mange praktiske situasjoner, gar vi ut ifra at den homogene
Igsningen er lik null, det vil si at vi bare er interessert i den partikulaere Igsningen.

!Enkelte bruker ordet “delta-funksjonen”, men vi unngdr & bruke dette ordet, da §(t) ikke er definert for t = 0 og
sdledes ikke egentlig er noen veldefinert funskjon for denne verdien av t.
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Det skal snart vise seg at det i en slik situasjon er spesielt interessant s se pad utgangen av systemet
nar inngangen er en delta-puls, altsd xz(¢) = §(¢). Formen pa utgangen i dette tilfellet kalles systemets
impulsrespons og er sa viktig at den har fatt et eget symbol h(t) og er altsa gitt ved

h(t) = H{5(1)}.

Vi skal ikke for gyeblikket bry oss s mye om hvordan man finner denne funksjonen, men bare anta
at vi kjenner den. Grunnen til at den er sd viktig kommer na.

La oss tenke oss at vi har et vilkarlig signal x(t) pa inngangen. Vi kan da skrive

y(t) = H{z)}.

N& bruker vi “plukke-ut”-egenskapen til deltapulsen og far

y(t) = {/_: 2(0)8(t — e>d9} .

N3 er bade H og integralet lineere operatorer. Dersom vi i tillegg antar at de er kommutative
(Morten: sjekk) kan vi flytte Z innenfor integralet og far:

y(t) = / H{x(0)5(t —0)} do.
For en bestemt verdi av 6, kan denne betraktes som en konstant, og siden J( er linezr, kan vi trekke
denne ut slik: -

(1) = / 2(0)7¢ {5(t — 0)} db.

Til slutt bruker vi antagelsen om at systemet er tidsinvariant. Siden h(t) = F {(t)} gir det

y(t) = / x(0)h(t — 0)de.
Sammenligner vi dette med definisjonen av konvolusjon (2), ser vi at

y(t) = a(t) = h(t), (11)

altsd at utgangen av det linezere systemet er gitt som konvolusjonen av inngangen med impulsre-
sponsen av systemet.

Hva betyr dette?

Det teoretiske resultatet vi nettopp har sett pa har viktige praktiske konsekvenser. Mange
fysiske systemer, sd som et elektronisk filter, en konsertsal eller radiobglger som brer seg i
rommet, kan modelleres som et tidsinvariant linezert system. Det vil si at det finnes en linezer
differensialligning med konstante koeffisienter som beskriver systemets oppfgrsel. Resultatet
(11) sier at dersom vi kjenner impulsresponsen, trenger vi verken kjenne differensialligningen
eller Igse den. Men, vi mé veere i stand til & utfgre et konvolusjonsintegral. Det siste er fint
mulig med numeriske metoder. Hva med impulresponsen h(t)? Den kan estimeres (males)
direkte eller indirekte. En direkte mate er & pafgre systemet en meget kort, kraftig puls, som
en tilnaerming til deltapulsen §(t) og male resultatet. Indirekte metoder kommer vi snart tilbake
til.
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Et fundamentalt resultat

Som vi nettopp har sett, er konvolusjon et viktig begrep nar vi har & gjgre med linezre tidsinvariante
systemer. En ulempe med konvolusjon sammnelignet med mange andre operatorer, er at selve inte-
gralet som inngdr i definisjonen er litt uryddig. En grunn til at fourier- (og laplace-)tranformen er sa
nyttig, er fglgende transformpar:

Konvolusjonsteoremet

(1) % y(t) & X ()Y (),

eller pa norsk: “Konvolusjon i tidsdomenet tilsvarer multiplikajon i frekvensdomenet.”

Vi bruker varablelskiftet w = x — v, v = v, og beregner
Fx(t)xy(t)} = / / x(v)y(x —v) dv e ™t dt
= / / z(v)y(z —v) e ™ do dt

Hva betyr dette?

Konvolusjonsteoremets betydning blir spesielt viktig nar vi ser det i sammenheng med impuls-
responsens rolle. Fra (11) har vi at utgangen av et system med inngang x(t) og impulsrespons
h(t) er gitt ved y(t) = h(t)*z(t). Konvolusjonsteoremet sier da at spekteret til utgangssignalet

er gitt ved
Y(w) = H(w)X(w)

hvor X (w) er inngangssignalets spektrum. Uttrykket H(w) = F {h(t)} er det som vi straks
skal definere som systemets frekvensrespons.

En viktig generalisering

Da vi innfgrte fouriertransformen for en generell funsksjon z(t), satte vi som krav at z(t) matte
vaere absolutt integrerbar. lkke alle funksjoner som vi er interessert i er absolutt integrerbar, men det
er faktisk meningsfullt & bruke fouriertransformen p& noen av dem likevel. En funksjon som stadig
dukker opp i elektroteknikken er den komplekse eksponentialfunksjonen

x(t) = el
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og det er ikke sa vanskelig & se at kravet () ikke er oppfyllt for denne. Likevel vil vi definere fourer-
transformen for z(t), og for a vise at det stemmer, gar vi en omvei. Vi starter med & pasta at

X(w) = F {eot} = 216 (w — wy) (12)

Oppgave: Vis at
FH2710(w — wy) } = e@ol,

Hvilke andre typer funksjoner har vi som ikke er absolutt integrerbare? Jo, for eksempel alle periodiske
funksjoner. Men disse kan skrives som en fourierrekke, og da kan vi benytte (12) pa hvert av leddene
i rekken, slik at vi for en periodisk funksjon x(t) far en fouriertransformert p& formen

o0

X(w) = Z cp0(w—w,)

n=—od

hvor {c,, } er fourierkoeffisientene til funksjonen.

Hva betyr dette?

| elektroteknikken er frekvensresponsen H(w) til et system et kompleks tall som forteller
hvordan utgangen y(t) til systemet blir nar inngangen er pa formen

z(t) = e,
For denne bestemte typen inngangssignal, blir da utgangen lik
y(t) = H(w)e™". (13)

For et system sammensatt av linezre kretselement, kan H(w) finnes ved hjelp av Kirchhoffs
lover og impedansene i kretsen. Ved hjelp av konvolusjonsteoremet har vi nd en annen mate
a finne frekvensresponsen pa ved uttrykket H(w) = F {h(t)}. Dersom man for eksempel har
malt impulsresponsen h(t) til et ukjent system, kan alts3 frekvensresponsen finnes ved en
fouriertransform. Og omvendt: Dersom man har malt frekvnesresponsen, for eksempel med en
bode-analysator, kan impulsresponsen finnes ved invers fouriertransform.

Oppgave: Gitt et system med impulrespons h(t). Vis at utgangen er gitt ved (13) nir inngangen
er
z(t) = et

Derivasjonsregelen

Dersom z(w) er glatt og alle deriverte synker raskt nok ndr ¢t — oo, er

Fi} =iwd {z}

Dette fikser vi med en liten delvisintegrasjon. Husk at lim,_,, . «(t) = 0 siden x er absolutt konver-
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gent.

iw [
:—az t e”“’t + / z(t)e ™7 dx
e+ | el
=iwd (x)
7 Vi beregner
2 1 2 ;
F(et :/ e et dt
=/

Dette er litt jobb. Derivasjonsregelen over gir

F(=2te ) = iwF (e ).

1 o0 2
— —ote T e dt
V2T /OO
—2i [ 2
_ *theft efzwt dt
Vo /_Oo
—25 [ ped
= eV —e "t dt
\/ 2 / dw

— —’iwt dt

Men vi kan ogsa observere at

F(—2e ) =

]
= —22'%7(6%2).

Vi mangler litt vanskelig teori for & vaere helt sikker pa den siste beregningen, men vi lar den
passere allikevel. Hvis vi setter disse uttrykkene lik hverandre, far vi differensiallikningen

2 d 2
iwF (e V) = —2id—ff(e*t )

w

eller

Lrery+ a ) =0

dw
for #(e~*"). Integrerende faktor er

6c/.)2/4
slik at p
o (6“2/45”(642)) =0

eller

Fle ) = Ce /4,

Senere i semesteret skal vi se at
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som gir
1 2
Fe?) = ——e /4,
(e™) 7
Dersom a > 0, kan vi gjgre den samme beregningen og fa
1 2
F e—at2 — e—w /4a'
(e7) = 7=

Flere regneregler
Tidsskift

Flz(t—0)}) = e X(w)

Frekvensskift

F{ez(t)}) = X (w—0)

Tidsskalering

7 {aat)}) = - x (%)




