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Lagsningsforslag

Hvis z = 7€, sa blir 2 = re™ og, for 2 # 0, (2)™' = r~'e®. Siden i = e™/2 far vi

0,110 _ ,im/2,2i0 _ ,i(m/2420)

iz(2) "t =ire?rle
Vi skal Igse ligningen iz = z. Vi har z = 0 eller Y
iz(Z)~' = 1. Fra formelen over far vi e?(7/2+20) = 1 =
e(0+27k)i der k er heltall. Folgelig er 7/2 4 20 = 27k
slik at @ = —w/4+ 7k, k = 0, 1. Losningen blir altsa
3 /4
z=re ™t og 7 =T/t \ x

—7/4
som er en rett linje gjennom origo, se figuren.

Alternativt: Hvis z = x + iy sd er Z = x — iy, og
ligningen ¢z = Z blir ¢x —y = = — iy som gir y = —z.

a) Vi skal finne en differensialligning y” + ay’ + by = 0 der e(3/2)7 og ¢(=1/2)7 o1 lgsninger.
Hvis e(®2) er en lgsning av 4" + ay’ + by = 0, si er (3/2)% + (3/2)a + b = 0. P4 samme
mate er (—1/2)% + (=1/2)a + b = 0. Vi far et ligningssystem

3a+2b=-9/2

—a+2b=—1/2.
Det har entydig lgsning a = —1, b = —3/4.
Alternativt: Hvis e(3/2% og e(=1/2)% ¢r Igsninger til differensialligningen y” + ay’ + by = 0,
s& har den karakteristiske ligningen A% +aX +b = 0 to reelle rgtter \; = 3/2 og Ay = —1/2.
Da ma vi ha

MA4al+b=(\—-3/2)(A+1/2) =\ -\ —3/4.

Det gir a = —1 og b = —3/4.

b) Vi skal lgse initialverdiproblemet y” — 4y’ + 5y = 0, y(0) = 1, ¥/(0) = 4. Den karakte-
ristiske ligningen A2 — 4\ 4+ 5 = 0 har rgtter A\; = 2 +14 og Ay = 2 — i. Generell Igsning av
differensialligningen blir y = c¢1€%* cos x + c2e*® sinz. Da er

Y = 2c1e* cosz — c1e?® sinx + 2¢9e?® sinx 4 c2€?® cos x,
og initialbetingelsene gir
ca=1, 2c1+c=4.
Lgsningen til initialverdiproblemet er fglgelig y = €%* cos z + 2% sin .

¢) Vi lgser forst den homogene ligningen y” — 2y’ — 15y = 0. Rottene til den karakteristiske
ligningen er 14 /16 som blir \{ = 5 og Ay = —3. Generell lgsning er y;, = c1e® + cye 3.

Sa skal vi finne en partikuleer Igsning av ligningen 3" — 2y’ — 15y = € — 17cos 3z. Vi
bruker ubestemte koeffisenters metode som gir y, = Axe® + B cos 3z + C'sin 3z. Utregning

gir

Yy — 2y, — 15y, = 8Ae> + (—24B — 6C) cos 3z + (6B — 24C)) sin 3x.
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Vi far 84 =1, 24B 4+ 6C = 17 og 6B — 24C = 0. Det gir A =1/8, B=4/6 og C = 1/6.
En generell lgsning er fglgelig

Y=Yn+Yp = 616595 + 026_3:” + %:ce&c + %COS 3r + %sin 3x.

Vi har gitt en lgsning y; = sinz av ligningen y” 4+ 2(tan )y’ — y = 0 og skal finne en annen
lpsning yo = uy;. Ved innsetting far vi en differensialligning for u:

u"sinz + v (2cosz + 2tanzsinz) = 0.

Vi omformer til

u” cos x sinx u” -2
— = -2 - — 2 evt. — = |
U sin z coS T u sin  cos x

og ved integrasjon far vi
In|u'| = —2In|sinx| + 2In | cos z| (evt. In|u'| = —2In|tanz|).

Dermed er v/ = =+ cos? 2/ sin? x og, ved den oppgitte integrasjonsformelen,

=t (-2 oy c).
S T
En lgsning er y» = —cosz — zsinx.
Vi har
Ty = 1 (60 + 100 + T + T5) ATy — Th— Ty = 160
Ty = 1 (Ty + 100 + 40 + Ty) 1 ~Ty + 4T — Ty =140
VS.
T5 =1 (60 + Ty + Ty +0) T +4T3 — Ty = 60
Ty = (T3 + 15 + 40 + 0) — Ty — T5+4Ty = 40.

Gausseliminasjon, der vi allerede har byttet om radene 1 og 3 og radene 2 og 4, gir

0 4 —1, 60
1 —1 41 40
1 15 —4,400

4 -4 0' 80

1 0 4 -1, 60
0 —1 —1 4' 40
0 0 16 —8, 360
0 0 0 121420

-1 0 4 -1, 60 —
0 -1 -1 4" 40| (4)Ri+R3
I ey
4 -1 -1 0,160| (—1)Ri+R4
-1 4 0 —1'140

-1 0 4 -1, 60 —
(—=1)Ra+Rs 0 —1 —1 4" 40| (3)Rs+Ra
_— | _—
(4)R2+R4 0 0 16 —8|360

0 0 —8 16'240

o O O

Ved tilbakesubstitusjon far vi

T, = 420/12 = 35

Ty = (360 + 87})/16 = 40
Ty = —(40 + T3 — ATy) = 60
Ty = —(60 — 4T + T,) = 65.

Temperaturen i punktene P; til Py er altsa T7 = 65°, To = 60°, T3 = 40° og Ty = 35°.
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Ligningen

C1W1 + cowg +c3wg =0
gir, ved innsetting av wi = vy + Vo, Wo = V| + V3, W3 = Vg + V3,
(c1 + c2)ve + (1 + ¢e3)va + (g + ¢3)vg = 0.
Siden vq,va, vs er linesert uavhengige, fglger
ci+c=0, cg+c3=0, co+c3=0.

Vi far cg = —c1 og c3 = —c; som innsatt i siste ligning gir ¢; = 0. Eneste lgsning er folgelig
c1 = co = c3 = 0, og vektorene wy, wg, wg er linesert uavhengige.

@ a) Vi kan lgse ligningssystemet ved Gauss—Jordaneliminasjon:

1 -2 1 0| (-D)Ri+R2 |1 -2 1 0] OR:+R: |1 0O —1 2
A= _— E— .
1 0 -1 2 0 2 =2 2 (1)Ry 01 -1 1

Med x3 = s og x4 = t far vi (z1, z2, 23, 24) = (s—2t,5—1t,s,t) = s(1,1,1,0)+¢t(—2,—1,0,1).
En basis for lgsningsrommet er fglgelig vektorene u; = (1,1,1,0) og uy = (—2,—-1,0,1).

b) Vi skal finne den ortogonale projeksjonen p av b = (1,2,-3,1) inn i underrommet
V = span{vy,va}. Siden v; = (1,-2,1,0) og vo = (1,0,—1,2) er ortogonale, far vi

1 1 0
b-Vl b'V2 —2 0 2
p= Vi + vy = — + =
Vi -Vi Vg V9 1 —1 -2
0 2 2

c) Vektorene vi og vy er radene i koeffisientmatrisen A til ligningssystemet i a). Folgelig
ma v3 og vy vaere i det ortogonale komplementet Row(A)*. Siden Row(A)+ = Null(4),
kan vi finne v3 og v4 ved & bruke Gram—Schmidts ortogonaliseringsalgoritme pé basisen
u; = (1,1,1,0) og ug = (—2,—1,0,1) for Null(A4):

-2 1 -1

S _ uz - v3 |1 [ {0
V3—U1—(1,1,1,0), V4 = g <V3-V3)V3_ 0 + 1| = 1
1 0 1

Vektorene v = (1,-2,1,0), vo = (1,0,—-1,2), v3 = (1,1,1,0) og v4 = (—1,0,1,1) er
fglgelig en ortogonal basis for R%.

a) Egenverdiene:

det(A—)\I):‘log/\ _5_?)\’:/\2—5/\+4:0 gir A\ =4o0g =1
Egenvektorene:

wmte ann=[f Y Y vmef] s =[]

R N
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En generell lgsning av differensialligningssystemet y’ = Ay er

1
y = cle)‘ltvl + CgeAQtVZ dvs. [?ﬂ} = cle4t [3] + coet [ } .
Y2 2 1

b) Vi har A = PDP~! for

N TN T

-5 2

Setter vi

20 B L 312 0] 1 -1
K‘[O 1] og B=PKP _[2 1“0 1“—2 3]

far vi B2 = PK?P~! = PDP~! = A.
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