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Lgsningsforslag

Nar z = re?, er 23 = 133’ og z = re . Den gitte ligningen kan folgelig skrives

= 5re 9,

3310
Da er 1% = 57, og vi far r = 0 eller r = /5 (siden r > 0). For r = 0 har vi lgsningen z = 0,
og for r = /5 far vi €3 = ¢7 Da er 30 = —6 + 2kn der k er heltallig. Vi far 6 = kr/2
og k=0, 1, 2 og 3 gir de forskjellige verdiene til z (for 7 = 1/5). Den gitte ligningen har
folgelig til sammen 5 lgsninger: z = 0 og z = V5 e /2 for k =0, 1, 2 og 3, altsa

2=0, 2=5, z:\/gem/zzx/gi, z=v5e" = -5 og 2z =562 = _\/5i.

a) Ligningen y” — 2y’ 4+ 5y = 0 har karakteristisk ligning A\?> — 2\ + 5 = 0 med rgtter
A = 1= 2i. Generell lgsning blir da

y = e*(Acos2z + Bsin2x).

Initialbetingelsen y(0) = 0 gir A = 0. Dermed er y' = Be*(sin 2z + 2 cos 2x), og initialbe-
tingelsen y'(0) = 4 gir B = 2. Lgsningen p4 initialverdiproblemet blir fplgelig

y = 2¢e” sin 2.

b) Den homogene ligningen y” +3’ — 12y = 0 har karakteristisk ligning A> 4+ X —12 = 0 med
rgtter \; = 3 og Ay = —4 og dermed generell lgsning y;, = c1e3* + coe™**. Den inhomogene
ligningen y” + ' — 12y = 7e~%* har da en partikuleer lgsning pa formen y, = Aze=*. Vi
far v, +yp — 12y, = —7Ae™% 3 y, er lgsning hvis —7A = 7 som gir A = —1. En generell
lgsning av y" +y' — 12y = Te™** er fplgelig

Y =yn+yp = 163 + coe™ — ze

c) Vi kan finne en partikuleer lgsning av ligningen 3" — 2y/x? = 22 for z > 0 ved & bruke
metoden med variasjon av parametre. Den homogene ligningen kan skrives z2y” — 2y = 0
og er en Euler—Cauchyligning. Vi finner en basis for lgsningene ved & sette inn y = 2™

22 (z™) = 2(2™) = 2™ [m(m — 1) — 2] = 2™ [mQ —m—2] =0.

2 2

Andregradsligningen m* —m — 2 = 0 har rotter m; = 2 og mg = —1, og folgelig er y; = x
og 2 = ! en basis for lgsningene av den homogene ligningen. Wronskideterminanten er
W (y1,92) = y19h — y2y; = —3, og med hgyreside r(x) = 2 far vi en partikuleer lgsning

2 4 4 4
Yar yr x 1 4 x x x
Yp yl/W"Hy2 w 3/"’3“" 3x/"’“""’“" 6 15 10

a) Vi lgser ligningssystemet ved & omforme koeffisientmatrisen til (redusert) echelonform:

1 1 3 2 1 1 3 2 11 3 2 1010
3 -2 -1 -4 ~(0 -5 =10 =10 ~ |0 1 2 2|~ (0 1 2 2
4 1 6 2 0 -3 -6 —6 0 00O 0000
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Ledervariablene er x1 og o mens x3 og x4 er de frie variablene. Setter vi z3 = s og 4 = t,
blir lgsningen av ligningssystemet gitt ved

T =-—8, xo=—25—2t, x3=358, x4=1t, s,t € R.

b) Matrisen A er koeffisientmatrisen til ligningssystemet i a). Basiser for Row(A) og Col(A)
finner vi ved hjelp av echelonmatrisen i a):

ROW(A) : {(1’07170)7(071527 )}7
Col(4):  {(1,3,4),(1,-2,1)}.
Fra a) har vi ogsa lgsningen x = (—s, —2s — 2t, s,t) = s(—1,—2,1,0) +£(0,—2,0, 1) av det
homogene systemet Ax = 0. En basis for Null(A) er folgelig
{(~1,-2,1,0), (0,-2,0,1)}.

En vektor y = (y1,y2,y3) er i Col(A)* hvisy - (1,3,4) =0o0g y - (1,—2,1) = 0. Lignings-
systemet

y1+3y2+4ys =0

y1—2y2+ y3=0
gir y; = —%yg 0g Yo = —%yg. Setter vi y3 = —5t, blir (y1,y2,y3) = t(11,3,—5). Vektoren
(11,3, —5) er folgelig en basis for Col(A)*. (Det ortogonale komplementet Col(A)* er altsa
endimensjonalt, det stemmer med dim Col(A) + dim Col(A4)* = 3.)

a) Vi regner ut determinanten til A:

a 1 0
A =10 a 1|=al® Y1V Yowin
10 a 0 a 1 a

A er inverterbar hvis og bare hvis |A| # 0. Siden a skal veere reell, blir det for alle a # —1.
b) Med a = 1 far vi

110,100 1 10, 100 1 10, 100
01101 0{~f0 11, 010{~[011 010~
101100 1 0 -1 1'=1 0 1 00 2/—1 11
110, 100 10 -1, 1 -10 1ro0o0, 3 -1 3
011, 01 0/~{01 1, 0 1 O0f~010, & & =%
R 2 CIUIR R T T B CRCIR EES S
Folgelig er
1 1 1
2 2 2 11—11
-1 _ 1 1 1 1| _
111 -1 1 1
2 2 2

Alternativt kan vi regne ut kofaktorene

An= 1, Ap= 1, Aiz=-1,
Ay =—1, Ap= 1, Ax= 1,
Az1= 1, Azp=-1, Az= 1,

og bruke den adjungerte matrisen adj A = [A;;]7 til & finne A~%:

. 1 -1 1 -1 1
A 1 1

A—lz%:5 =501 1 -
4] 1 -1 1 111
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a) Egenverdiene:

_108=XA 01 | _ o _ . _ .
|A—)\I\—’ 0.9 0'9_)\’—/\ (LT)A+0.7=0 gir A =10g X =0.7.
Egenvektorene:
-0.2 0.1 2 -1 1 1
T S [ I IV | [OPPRN

0.1 01] [1 1 ~1 -1
A2 =07 A_AQI[O.z 0.2}N[0 o]’ Vt[ 1]’#0’ V2[ 1]

Vi har A = PDP~! for

1 —1] A0 1 0
P=ln v]= [2 g D= [o AJ - [o 0.7] '
b) Lar vi pi og g veere antall innbyggere i sentrum og i forstedene etter k ar, har vi

P 7 i R A R

Vi skal finne py, og g for store k. Siden A¥ = PD*P~! og (0.7)¥ — 0 nar k — oo, far vi,

for store k,
1 —-1]]1 0 11 (1 1
2 11|10 O] -2 1| 312 2|

R CIEHE
b 2] 3] =13

[pk} — Ak {po} ~
qk q0

slik at pa lang sikt vil det i sentrum bli 4 og i forstedene 8 millioner innbyggere.

—_
L

Wl
Wl

Wl

Alternativt kan vi utnytte at A er en stokastisk matrise med bare positive elementer. Da
vil, nar k — oo, A¥ nerme seg mot [u u] der de to (identiske) kolonnevektorene er
egenvektoren med elementsum 1 som tilhgrer egenverdien A = 1. Fra a) far vi u = (1 2),

33
og folgelig er, for store k, o
Pe| o |3 3| |7] _ |4
Tk 2 215 8]

@ Det gitte differensialligningsystemet kan skrives x’ = Ax der A er den oppgitte matrisen
og x = (z1(t), x2(t), x3(t)). Vi regner forst ut egenvektorene til matrisen A.

1 -1 1] 1 -1 1] 1
A=1: A-X=1|-1 1 1|~0 0 1|, v=t|1|,t£0
L0 02 |o o0 o 0
1 -1 1] 1 1 —1] -1 1
A=3: A—X=|-1 -1 1|~ |0 0 0], v=s| 1| +¢t|0]|, (s,%) # (0,0).
L0 00 oo o 0 1

Vi far tre linesert uavhengige egenvektorer vi = (1,1,0), vo = (—1,1,0) og vg = (1,0,1)
med tilhgrende egenverdier A\; = 1 og Ay = A3 = 3. Generell lgsning av x' = Ax er da gitt

ved
1 -1 1
X = cle>‘1tv1 + CQ@AQtV2 + 03e>‘3tV3 =cret |1] + 6263t 1] + 6363t 0
0 0 1
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Initialbetingelsene x1(0) = 1, 22(0) = 2, £3(0) = 1 gir det inhomogene ligningssystemet

ci—catecz3=1
c1+co =2
c3 =1

til bestemmelse av konstantene c1, c2 og c3. Vi far ¢y = ca = ¢3 = 1, og lgsningen som
oppfyller initialbetingelsene er

z1(t) =€, mo(t) =t + €3, a3(t) =3

Hvis c er en vektor i Col(B), sa fins en vektor x slik at Bx = c¢. Da far vi
Ac=ABx = 0x=0.

Folgelig er ¢ i Null(A) slik at Col(B) er inneholdt i Null(A).

Nér Col(B) er underrom i Null(A), sd er dimCol(B) < dimNull(A). Siden vi vet at
dim Col(B) = rang(B) og at dim Null(A) = n —rang(A), sa folger rang(B) < n — rang(A)
dvs.

rang(A) 4 rang(B) < n.
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