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Lagsningsforslag

Setter vi inn z = x + iy, far vi Y
1.
@+ iy| = |(z + 1) + iy] T

dvs.

24 y? = (22 + 22+ 1) + 42

Det girx:—% ogz:—%—i—z’y.

For & lgse ligningen z* = (2 4+ 1)* kan vi skrive den pa formen
z
241
Vi far w = £1, i og z = w/(1 —w), (w # 1). Det gir lgsningene

wh=1 der w =

2o=-1/1+1)=-1, z1=i/(l—i)=—3+3i og z=—i/(l+i)=—-3—1i
Vi legger merke til at alle lgsningene har realdel —%. Det stemmer med fgrste del av
oppgaven siden alle lgsningene oppfyller |z| = |z +1|. En alternativ lgsningsméate far vi ved
& skrive ligningen pa formen (z + 1)* — 2* = 0 og sa faktorisere venstre side ved hjelp av
tredje kvadratsetning:

(+1)* =2t = ((z+1)? = 22) (2 + 1)2 + 2%) = (22 + 1)(22% + 22 + 1).
Da er Igsningene gitt ved 2z +1 = 0 og 222 4+ 2z + 1 = 0. Det gir z = —% og z = —% + %z
a) Karakteristisk ligning for differensialligningen " 4+ 2y + 3 = 0 er A2 + 2\ + 1 = 0 med
dobbelrot A = —1. Generell lgsning av differensialligningen er folgelig

y=cie ¥+ coxe ".

Av initialbetingelsene y(0) = 2 og y/(0) = 3 folger ¢; = 2 og —c1 + ¢2 = 3 som gir ¢2 = 5.
Lgsningen av initialverdiproblemet er altsa
y =27+ b5re .

T

b) I differensialligningen y” + 2y’ + y = = + 2~ er den homogene ligningen lgst i a):

yn = cre” ¥+ coxe™ ",

Ifplge ubestemte koeffisienters metode har den inhomogene ligningen en partikuleer lgsning
av formen
yp = Az + B + Cxz?e™",

Daer y,+2y,+y, = Ar+2A+B+2Ce™", og y, er lgsning hvis A = 1,24+ B = 0 0g 2C = 2.
Det gir A=1, B = —2 og C = 1. En partikuleer lgsning er fglgelig y, = x — 2 + z?e™®, og
generell lgsning blir

Yy=yn+yp=cre " +cre ¥ +a%e T+ —2.
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a) Vi kan finne en partikuleer lgsning av ligningen x2y” — 4xy’ + 4y = 2* for £ > 0 ved &
bruke metoden med variasjon av parametre. Den homogene ligningen x2y” — 4xy’ +4y =0
er en Cauchy—Eulerligning, og vi finner en basis for lgsningene ved & sette inn y = z™:

2? (™) —dx (™) + 4 (2™) = 2™ [m(m — 1) — 4m + 4] = 2™ [m* — 5m + 4] = 0.

Andregradsligningen m? — 5m + 4 = 0 har rgtter m; = 1 og mg = 4, og folgelig er y; =
og y2 = z* en basis for lgsningene av den homogene ligningen. Wronskideterminanten er

W (y1,92) = y1vh — y2y; = 3z*, og med hgyreside r(z) = z* /2% = 2? far vi
4 4 4
Yar yir x 9 T 1 x T
Yp = —yl/wd:ﬁ-f-yQ dez —5/1: dl‘—i-?/;dl‘: —g—i-?lna:.

Siden —%x‘l er lgsning av den homogene ligningen, vil et enklere svar vaere y, = %:c4 Inz.

b) Setter vi y” + 4y = z, kan den gitte ligningen skrives 2" = z, dvs. 2" — 2 = 0. Den har
generell lgsning

z=c1e’ + coe .

Deretter finner vi y ved & lgse den inhomogene ligningen y” + 4y = c1e® + coe™*. Homogen
lgsning er yj, = c3 cos 2z + ¢4 sin 2z, og en partikuleer lgsning har formen y, = Ae® 4+ Be™™.
Vi far y; + 4y, = 5Ae” + 5Be™" si y, er lpsning hvis 54 = ¢ og 5B = c. Folgelig er

T

Yp = %clex + %026_ , og generell lgsning av den gitte ligningen blir

T

Y =Yp +Yp = 308 2T + ¢4 8in 2x + %cle”" + %026_

= ¢1€" + Goe” T + c3 08 2x + ¢4 8in 2w (¢1 = %01, Co = %02).

a) Vi lgser systemet Ax = b ved Gauss-Jordaneliminasjon:

1 -1 -2 -2 —4,-2 1 -1 -2 -2 —4,-2
2 —4 -2 1 —-1' 1 0 -6 —6 —3 —9' -3
A bl=|_5 .1 | -5 1,27 lo =3 -3 —6 —9,-6|"

0o 1 1 0 1' 0 o 1 1 0 1'0
1 -1 -2 -2 —4,-2 1 -1 -2 -2 —4,-2 10 -1 0 —=1,0
0 1 1 0 1'0 0 1 1 0 1'0 001 10 1'0
0O 0 0 -6 —6,—6 o o0 o0 1 1, 1 00 01 1,1
0 0 0 -3 —-3'-3 0 0 0 0 0'O 00 00 0'0

Med x = (21, z2, T3, 24, %5) €r 1, T2 0g T4 ledervariabler og x3 og x5 folgelig frie variabler.
Setter vi x3 = s og x5 = t, far vi generell lgsning

x=(s+t,—s—t,s,1—1t1t)=s(1,-1,1,0,0) +¢(1,—1,0,—1,1) + (0,0,0,1,0), s,t € R.

(En lpsning av Ax = b er altsa (0,0,0, 1,0), det stemmer med at b er fjerde kolonne i A.)
b) Det homogene systemet Ax = 0 har lgsning x = s(1,—1,1,0,0) + ¢(1,—1,0,—1,1) og
en basis for Null(A) er folgelig

{(1,-1,1,0,0),(1,-1,0,—1,1)}.

Basiser for Col(A) og Row(A) finner vi ved hjelp av echelonmatrisen (uten den siste kolon-
nen) i a):

Col(A):  {(1,-2,-2,0),(~1,-4,-1,1),(~2,1,-2,0)}

Row(A): {(1,0,—1,0,-1),(0,1,1,0,1),(0,0,0,1,1)}

Andre svar er ogsa mulige.
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a) Vi skal finne en ortogonal basis for underrommet V i R* som er utspent av vektorene
vi = (1,0,1,-1), vo = (—1,1,0,1) og v3 = (1,1,0,1). Gram-Schmidts algoritme gir

up =Vy = (1507 15 _1)7

—1 1 —1
- Vo - U1 1 2 0 1 3
u2 V2 111'111U1 0 +3 1 91" uz ( 537 ) )a
1 -1 1
1 -1 3
- V3 -y V3 - U 1 1] 3 211
— _ — = S = - =(3,1,—1,2).
uz =Vvs u1-u1u1 u2_u2u2 0 9 5l—1] U8 (3,1,-1,2)
1 1 2

Litt enklere reging far vi ved & utnytte at vy og vg er ortogonale. Bruker vi Gram-Schmidt
pa basisen vy, vg, vg, far vi

Vg Wi V- Wa
W1 —
W1 W1 W9 + W9
Det gir en ortogonal basis wi = (1,0,1,—1), wo = (1,1,0,1), wg = (—1,1,1,0) for V.

b) Den ortogonale projeksjonen p av b = (1,1,3,4) inn i V er gitt ved

Wi =Vi, Wy=Vg, W3=Vy— Wo.

b-u b-u b-u
p= Lu + 2wy + 3u3:%u2+%u3:(1537152)‘
u; - uy u2 - u2 us - ug

Vi kan ogsé finne p uten & bruke en ortogonal basis for V. Setter vi A = [Vl Vo V3], er
p = AX der X er minste kvadraters lgsning av Ax = b. Her blir

1 01 —1 (1)_1} 3 =20 0
ATA=1]-1 10 1 Lo ol=172 31 og ATb= |4
110 11 0 1 3 6

Normalsystemet AT Ax = ATb er altsa 37 — 25 =0, -2 + 37+ 2 = 4, § + 3Z = 6 med
lgsning x = (1, %, %) Det gir p = Ax = (1,3,1,2), som ovenfor.
@ a) Ved & kofaktorutvikle determinanten ‘A - A ‘ langs fgrste rad far vi

—1-=2A —1 1
—1 =3-X 1 |=(1-X[N+2]+A-A=-2A+1)(A+2).
—1 -3 1—A
A har folgelig karakteristisk ligning A\(A 4+ 1)(A +2) = 0, og egenverdiene er 0, —1 og —2.

For hver egenverdi A finner vi en egenvektor v = (z,y, z) ved & lgse systemet (A—AI)v =0
ved Gausseliminasjon:

-1 -1 1 -1 -1 1 z=t 1
A =0: A-XMI=|-1 -3 1|~ 0 -2 0], y=0 vy =
-1 =3 1} L 0 0 0] z=-y+z=t, |1
0 —1 1] [—1 —2 1] z=t [—1
M=—1: A= Xl=|-1 -2 1|~ 0 -1 1|, y==z= Vo = 1
-1 =3 2] | 0 0 0] T =-2y+z=—t, |1
1 -1 1] [1 -1 1 z = [0
M=-2: A-X3I=|-1 -1 1|~ -2 2|, y=z=t vy = |1
-1 =3 3] 0 00 r=y—2=0, |1
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Setter vi
1 =10 A 00 0 0 0
P=]vy vz vg]=1{0 1 1| og D=[0 XA 0[=]0 -1 0],
1 11 0 0 X3 0 0 -2

er P inverterbar (kolonnene er linezrt uavhengige siden de er egenvektorer for forskjellige
egenverdier) og A= PDP~1.

b) Med x = (x1(t), z2(t), 23(t)) kan differensialligningssystemet skrives x’ = Ax. Bruker
vi egenvektorene vi fant i a), er generell lgsning gitt ved

1 -1 0
x = c1eMvy + cpe?vg +czeivg = ¢ |0 dege | 1| 4 eze”H |1
1 1 1

Initialbetingelsene x1(0) = 1, z2(0) = —1, 23(0) = 2 gir det inhomogene ligningssystemet

C1 — C9 = 1
co+c3=—1
c1+cotcez= 2

til bestemmelse av konstantene ¢y, ¢, c3. Vi far ¢y = 1+c¢5 fra fgrste ligning og c3 = —1—co
fra den andre. Det gir, ved innsetting i tredje ligning, co = 2. Dermed blir ¢; = 3 og ¢3 = —3,
og lgsningen som oppfyller initialbetingelsen er

1(t) =327t ay(t) =2e7t — 37X, a3(t) =3+ 2" —3e7%.

Generelt gjelder at en vektor b er i kolonnerommet til en matrise M hvis og bare hvis
systemet Mx = b har lgsning.

Hvis b er i Col(A), s& har altsi Ax = b en lgsning x = x¢. Da er Axg = b og siden
A = BC, far vi BCxg = b. Det viser at x = Cxg er en lgsning av systemet Bx = b, og
folgelig er b 1 Col(B). Altsd méa Col(A) veere inneholdt i Col(B).

Hvis C er inverterbar, fglger B = AC~!, og med samme resonnement som ovenfor (med

C~! istedenfor C) folger at Col(B) er inneholdt i Col(A). Altsa er Col(A) = Col(B), og

rang(A) = dim Col(A) = dim Col(B) = rang(B).
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