Komplekse tall

z=x+1iy=r(cosf +1is8inf) = re'
normalform polarform
e = cos 6 + isin 6

Z2 =1+ 1y
=
Z2=T— Y

i = —1,
r=Rez, y=Imz
x=rcosf, y=rsinb

r=|z| = \/ + ¢

f = arctan y, for z11. og 4. kvadrant,
X

§ — arctan 2 + m, for z 1 2. og 3. kvadrant
X



z2=x 41y, zZ=—11y, ZZ:x2+y2:]2\2

21 =T+, 29 =T+ 1Y
2129 = (] +iyp)(xo + iy2) = - - -
21 (21 +iyr)(z2 — iy

29 (@9 +iyo)(wo — iy
1607

) ...
)

21 = 7“16201, 29 = T9€

- 21 T i
212 = T1T2€Z(91+62), L _ 11 i(01-69)
<9 9

Ligningen w" = 2z = r(cosf + isinf) har n
lgsninger:

0+ 2km 0 + 2k7r)

wk:%:%(cos + 751N
n

n
= Yr02Rm/n =01, n—1



Annenordens linezere differensialligninger
Homogen lign:

v+ p(x)y + qlz)y =0 (1)
Inhomogen lign:
y' + p(2)y + q(z)y = r(z) (2)

p, q, r kontinuerlige pa [

Hom lign y;, = ciy1 + oo y1(x), yo(x) basis
Inhom lign  y =y, +yp yp partikuleer lgsn

Gitt inital betingelser y(z() = Ky 09 v/(zg) =
K7 har bade (1) og (2) entydig lgsning pa 1.

' +ay +by=0
Karakteristisk ligning A2 + a\ + b = 0
(1) to reelle ratter A\; og A9

Yy =-cle + e
(2) én reell dobbel rot A
AT

AT Aox

y = c1e™ + coze
(3) komplekse rgtter \ = —g + iw

y = e_ax/Q(A coswx + Bsinwr),



:z:2y” +azy +by=0
Hjelpeligning m” + (a—1)m+b=0
Generell lasning y = c1z™ + cox™?

Hvis vi kjenner én lgsning, y;, av (1), kan
resten av basisen finnes ved & skrive

Yy =92=uy1

Loses ved
e Ubestemte koeffisienters metode

e Variasjon av parametre, sett
yp = u(x)yr + v(@)ys



Frie svingninger
my” +cy' + ky =0
Uten dempning, ¢ =0
my” + ky =0

Generell lgsning (harmonisk svingning)
y = Acoswyt + Bsinwyt = C cos(wyt — 6)
wy = \/k/m, C = VA2 4+ B2, § = arctan(B/A)

Med dempning, ¢ > 0

Overdempning (to reelle ratter)

Kritisk dempning (1 reell, dobbel rot)

lll Underdempning (komplekse rgtter)

Tvungne svingninger
- med periodisk ytre kraft

my”" + cy’ + ky = Fy coswt.

Tiltelle I: Udempet svingning, ¢ = 0

yp(t) = acoswt + bsin wt

og den generelle lgsningen y = y;, + vy, er
en sum av to harmoniske svingninger.



Resonans
Nar ma y, modifiseres

Yp(t) = t(a coswyt + bsinwt)

0g yp — oo har ¢t — oo.
Tilfelle Il. ¢ > 0
Partikulzer lgsning pa formen
Yp(t) = acoswt + bsin wt

Den generelle lgsningen y = y;, + y, Vil ga
mot den stasjoneere lgsningen y, nar t blir
stor nok (y;, — 0 nar t — oo).



Lineaere systemer
m ligninger, n ukjente Ax =b

X1 b1
A:[ai]’] X = 322 b = b=2
2 b

Totalmatrise [A b]

cR,, SWAP(R,, R;), (c)Rp + Ry

Gauss eliminasjon: finner echelonmatrise.
Gauss-Jordan eliminasjon: finner redusert
echelonmatrise.

Ax = b er konsistent (har lgsning) hvis
echelonmatrisen ikke har en rad [0- - - 0:d]
(d # 0).

Lasningen er entydig (unik) hvis alle ukjente
er ledervariabler.

Uendelig mange lgsninger hvis minst en uk-
jent er fri variabel.

Lingingssystem pa echelonform lgses ved
tiloakesubstitusjon.



e A m x p matrise
e B p x n matrise
e AB m x n matrise

e AB = [¢;], hvor c;; er produktet av rad ¢
og kolonne j,

p

Cij = > aikbij-

k=1

e A er inverterbar hvis det fins B slik at
AB = BA=1,visierB=A"1

o (A H) =4, (A0)t=Cc71a"1

a b
=]
1 1 [d —b

A _
~ ad — bc |—C a

] NB! ad — be 0.

Hvis A ern x n:
[Alf} Gauss—Jardcm> []lA_l}

eliminasjon




Folgende er ekvivalent for n x n matrise

Ax = 0 har bare lgsningen x = 0

Ax = b har entydig lgsning for alle b
(x = A~ lp)

(5) det A #£ 0
Determinanter

A= [a b] = det A = ad — be
c d

Determinanten til en n x n matrise finnes
ved kofaktorutviklig langs en vilkarlig rad
eller kolonne, og forenkles ved elementaere
rad/kolonneoperasjoner.

det AT = det A

det AB = (det A)(det B)
det A~1 = det A

¢ det A (det A 7 0)

det A = ajja99---ann A triangulaer



Cramers regel
Ax = b, An xn matrise med det A # 0, har
entydig lgsning x = (x1, z9, ..., xy,) gitt ved

det A | ¢ ' :
a’ﬂl o .. bn ce e Ann

b = (b1, b9, ..., by) erstatter i-te kolonne i A.

_ dj(A)
AL =E
det A
adj(A) er den adjugerte matrise, adj(A) =
[A;;]T, hvor A;; er ij-te kofaktor i A.




