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Lgsningsforslag
Vi skriver hgyresiden pa polarform, det vil si
4 4
—1—iv/3=2(cos — +isin— ).
3 3
Dersom z = r(cosf + isin @), blir
24 = r* (cos 46 + isin 46)
og vi far at z tilfredstiller ligningen hvis og bare hvis
4
rt =2 og 49:?’]—(—}—2]{571'
eller . .
4
= V2 0=—-+k=-
r= 2 0g 3 + 5
for k € {0,1,2,3}. Sa lgsningene blir
Im
1 3
20 = \4/§<cos—+zsm—) =2 7+i£
2 2 -t--_ R0
5T NEE Ay R
z1 = \4/5 <COS F + isin > = é/i <—2 + 2) ‘l/ \\‘1 Re
4 4 1 3 \ /
zz=€/§<cos;r+isin;> :§4/§<—2—i\2[> \\\ R
29 T-A--7 -
11 11 3 }
23 = \4/5(Cos6w+isin67r> =2 ({ — ;) .
a) Karakteristisk ligning er
A 42X +5=0,

med Igsninger A = —1 &+ 2i. Dermed blir generell lgsning
y(z) = e ¥ (Acos2x + Bsin2x)

med A, B € R. Initialbetingelsene gir A =1 og B = —1, det vil si at initialverdipro-
blemet har lgsning
y(z) = e (cos 2z — sin 2x) .

b) Vi forsgker ubestemte koeffisienters metode med
yp(z) = Ae™* + Be 3.

Innsetting av dette i den opprinnelige ligningen gir A = % og B = —%, det vil si
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Generell lgsning blir derfor

1
ylx) =e " (2 + Acos2x + Bsin 235) — ge*SI.

Den tilhgrende homogene ligningen

(1) y”—%’—%yzo

har lgsninger pa formen y(x) = z™. Innsetting gir
m(m—1)—3m—5=0,

det vil si m = —1 eller m = 5. Sa generell lgsning av (1) er

y(z) = Az~ 4 Ba®, A, B eR.

For a finne en partikuleer lgsning av

3 9
9 L R
(2) Y-y - Sy =

bruker vi variasjon av parametere. Det vil si, vi forsgker a finne lgsninger y, pa formen
yp(x) = u(z)z™! + v(x)2’,
for ukjente funksjoner u og v. Dermed blir
yp(x) = v/ (2)a™" 4+ ' (2)2° — (@)™ + Su(z)x’.

Vi velger u(z) og v(x) slik at
(3) o (z)z™ + o' (x)2® = 0.
Da blir

yp(x) = —u(x)z ™% + 5v(x)z?
og

Yy, (x) = —/(z)2 2 + 50/ (z)2* + 2u(x)2 ™ + 20v(z) 2>,
Innsatt i (2) far vi
(4) — (z)2 ™% + 50/ (z) 2t = 23,

Ligning (3) og (4) gir

Vi integrerer og far

X 1
u(z) = ——2% 4+ A og v(x) = élna: + B.
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Sa generell lgsning av (2) blir

1 1
y(z) = (36966 + A) 4 <6 Inz + B> 20
1
= Az +C2° + 6955 Inz,

der Aog C =B — % er vilkarlige konstanter.

Yar yir
yp:—yl/Wd$+y2/Wdl'

a) Elementaere radoperasjoner gir at den utvidede koeffiesientmatrisen

Formelen fra boka

gir samme svar.

a 01 0|1
0 a 0 111
[A]b] = 1 0 b 04
01 0 bl4
er radekvivalent med
1 0 b 0 4
0 1 0 b 4
0 0 1—ab 0 1—4a
0 0 0 1—ab|1—4a

Sa hvis
e ab # 1, har vi ngyaktig en lgsning,
e ab=1o0g 1 —4a # 0, har vi ingen Igsninger,
e ab=1o0g 1 —4a =0, har vi uendelig mange lgsninger.

Det vil si, for a = i og b = 4 har systemet uendelig mange lgsninger. I sa fall far vi

matrisen
10 4 0(4
01 0 4|4
0 00 O0f0
0 00 O0f0
og tilbakesubstitusjon gir
r1=4+4s
xo =4 + 4t
T3 = S
T4 = t.

b) Fra punkt a) vet vi at A er radekvivalent med

10 b 0
01 0 b
0 0 1—ab 0
0 0 0 1—ab

Utfra dette er det lett a se at dersom ab # 1 er rang A = 4, og dersom ab = 1 er
rang A = 2. Ettersom A er inverterbar hvis og bare hvis rang A = 4, ser vi at A er
inverterbar nar ab # 1.
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c) Matrisen A er symmetrisk og derfor diagonaliserbar. For a = b = 1 er det karakteris-
tiske polynomet P4(\) gitt ved

1-A 0 1 0
0 1-X 0 1
Pa(d) =det | 0 1-XA 0
0 1 0 1-2X

= A2\ —2)? = 2\ —4N3 4+ 402,

a) Det karakteristiske polynomet for matrisen er gitt ved

T-X 0 3
10 9-X -5
6 0 —2-)
=0 =NA =D -4),

PA(A) = det

sa egenverdiene blir {1,4,9}. Litt regning gir at

1
V] = 0| er en egenvektor for A =1,
—_2—
e
vy = | —1| er en egenvektor for A =4, og
1—
0
vy = [1]| er en egenvektor for A = 9.
0
Sa med
1 -1 0 1 00
P=]10 -1 1 og D=10 4 0
-2 10 0 09
er A= PDP~!.
b) Vi har

y'(t) = Ay(t) = PDPy (1),

Dersom z(t) = P~ly(t) har vi

2(t) = Py (1) = Da(t),

det vil si fglgende system av ukoblede differensialligninger

som har generell lgsning

21(t) = 21 (t)
25 (t) = 42o(t)
23(t) = 9z3(t)
cl1€
z(t) = |coe™
e
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der c1, ¢ og cg er vilkarlige konstanter. Det gir at

cret 1 —1 0
y(t) = Pz(t) = P |coe* | = cret | 0| 4+ coe® | —1| +c3e” [ 1],
c3edt -2 1 0
er den generelle lgsning av systemet. Initialbetingelsene gir at ¢c; = —1,ca = —2 og

c3 = —4, s& lgsningen blir y1 (t) = —e? +2e*, yo(t) = 2e* —4e% og y3(t) = 2¢e' — 2.

@ a) Vihar at det(AT A) = det(AT) det(A) = det(A)?, sa A er inverterbar <= det A # 0
<= det(ATA) #0 <= AT A er inverterbar.

b) Den ene inklusjonen er opplagt; dersom Ax = 0 er ogsa AT Ax = 0, sa NullA C
Null AT A. For den omvendte inklusjonen, anta at AT Ax = 0. Dermed er

0= (ATAx)Tx = xT AT Ax = (Ax)T (Ax) = || Az]?

Dermed er Ax = 0, og vi har Null A7 A C Null A. Altsa er Null AT A = Null A.
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