Kapittel 11

Projeksjon

En projeksjon er en linesertransformasjon P som til-
fredsstiller
Px = P?x.

for alle x. Denne ligningen sier at intet nytt skjer om
du benytter linesertransformasjonen for andre gang,
og man kan tenke at Px er skyggen x kaster dersom
man lyser pa x med en lommelykt. Vi skal begrense
oss til & studere ortogonale projeksjoner. Dette be-
tyr at lommelykten star slik at x og Px danner en
rettvinklet trekant.

Ortogonal projeksjon i R?

Vi husker skalarproduktet, eller prikkproduktet, fra
gymnaset. Du har leert to mater & beregne indrepro-
duktet, ogsa kjent som prikkproduktet, nemlig

v-w = ||v]|[|w]| cos¥,

der ||v]| = y/v? + v3 er lengden til v og ||w|| er leng-
den til w og 6 er vinkelen mellom v og w, eller

VW = 01W; + Vo2Wa.

Vi kan bruke skalarproduktet til & projisere vekto-
rer ortogonalt pa hverandre. Det sentrale spgrsmalet
er: hvordan kan vi skrive vektoren P,(w) i figuren
under?

w
w — Py (w)
v
Py (w)
Hva er projeksjon?
Vi kan utlede en formel for lengden:
v v-w
[Py (w)|| = [[wl[cos 0 = T—[lw|[cos 6 = ——,
Y v Il
slik at
v VW VW
Pu(w) = |Py(w)| 2 = YWy = YW
¥ R 2 I R

Denne vektoren kalles gjerne w sin komponent i ret-
ningen gitt av v, eller den ortogonale projeksjonen av

w pa v. Fra figuren ovenfor ser vi at komponenten
til w ortogonalt pa v er

w — Py (w).
Eksempel 11.1. Vektoren
12
Y= h

sin komponent i retningen gitt av

-l

w3501 ]

Vi kan ogsa beregne lengden w — Py, (w):

ren-f-g-3 o

Skalarproduktet i R"

er:

Skalarproduktet i R? kan med ord beskrives ved at
vi ganger legger sammen produktet av komponentene
til to vektorer. Dette er en sterk indikasjon pa at den
naturige generaliseringen til R™ er

VW = VW1 + VWsa + -+ + UpWy,

som ogsa kan uttrykkes ved matriseproduktet

VW=V 'Ww.
Hvordan skal man tenke pa dette produktet? Svaret
er at intuisjonen din fra R? fungerer helt fint. Husk
at lengden til en vektor er gitt som

Ivll = /o2 + 0+ 4 02,
eller ekvivalent
vl = Vo~

Formelen
v-w = ||v|||w] cos

er fortsatt gyldig. Formelen for vinkelen mellom to
vektorer gir spesielt at to vektorer ortogonale hvis

v.ew=0,



og parallelle hvis
vew =E|v]|w]

— fordi dette betyr at vinkelen mellom dem er 0 el-
ler 180 grader; de ligger pa samme linje. Og akkurat
som i R? blir den ortogonale projeksjonen av w pa v
Vew
P,(w)=——v.
Vv
Intuisjonen var — som illustrert i figuren fra forrige
seksjon — forteller oss at en vektor w som er parallell
med v burde vere lik sin egen projeksjon pa v. Vi
kan sjekke at algebraen stemmer overens med intui-
sjonen: parallellitet betyr at w er et skalarmultiplum
av v; w = tv. Sett inn i formelen for & se at
Vew
P,(w)=——v
vVev
v-tv
= v
vVev
Vv
v

= t——-
Ve

=tv

v

= W.

P& samme mate virker det rimelig at projeksjonen
av en vektor w, som er otrogonal med v, er null-
vektoren. Igjen, algebraen er enig: vi antar at v-w =
0 slik at

P,(w) = v,
V.V
0
=—vV
Vv
=0-v
=0.
1 1
Eksempel 11.2. Vektorene v= |1| ogw = [—1
1 6
er ikke ortogonale fordi
1 1
1l-{-1|=1-1+1-(-1)+1-6=6.
1 6

Den ortogonale projeksjonen av w pa v er

1 1
1 -1 1
1 6
P,(w) = ———=— |1
1 1
1
1 1 -
1 1
5
1
12+12+12
1
_ol]
1
2
=12
2

Viser at Py (w) og w er parallelle siden P, (w) = 2w,
og at Py(w) og w — P,(w) er ortogonale:

2 1 2 21 [-1
2| - (|-1] = |2 2] - —3
2 6 2 2
=2. (-3)+2-4
=0

Det er ogsa verdt & merke seg at vi kan skrive w som
en sum av komponenten P,(w) parallell med v og
komponenten w — P, (w) ortogonal pa w:

w = Py(w) + (w — By (w))

A

Fikser en vektor v i R™. Du kan tenkte pa P, som
en funksjon fra R™ til R™ som tar inn en vektor, w,
for a produsere den ortogonale projeksjonen

Vew
P,(w)=——v.
Vv
Men den er mer enn en vanlig funksjon. Den er av
typen vi liker aller best; den er en linesertransforma-
sjon.

Teorem 11.3. Den ortogonale projeksjonen pa en
vektor v,

P, : R* - R"
Py (w) :ﬂv7
V-V

er en lineertransformasjon.

Bevis. Resultatet fglger essensielt av at skalarpro-
duktet er linezert i andre faktor.

For a se at skalarproduktet er linezert i andre faktor,
ma vi vise at

v-(aw+bu)=av-w+bv-u.

Husk at v - w er matriseproduktet v'w. Det er
med andre ord linesertransformasjonen som er gitt av
1 xn-matrisen v ' . Dette gir automatisk at skalarpro-
duktet er linesert (fordi matriseproduktet er distri-
butivt). Du kan alternativt bevise pastanden direkte
ved & bruke formelen v-w = vwq +vowe+- - - +0pWy,.
Na er det rett frem a vise at projeksjonen pa v er en
linesertransformasjon:

V- (aw—i—bu)v

P, (aw + bu) =
Vv
. bv -
= wv (linearitet)
Vv
—a Vvt (v-ver et tall)
Vv
= aPyw + bP,u
O
1
Eksempel 11.4. Lav = |1| vere vektoren fra for-
1

rige eksempel. Vi sa nettopp at projeksjonen P, er
en linesertransormasjon fra R? til R3. Fra teorien om



linezertransformasjoner vet vi at det er mulig a finne
en 3 x 3-matrise [Py,] — som kalles standardmatrisen
til P, — slik at P,(x) = [Py]x. Denne matrisen er
alltid gitt som

[PV]:[PV(el) Py (e2) PV(e3)]

hvor e;-ene er standardbasisen til R?. Regn ut:

Pv(el) —_— /o

Tilsvarende blir ogsa

1
PV(EQ) = g

— = =

1 1
og P,(e3) = 3 1
1

Standardmatrisen er derfor

1 1 1 1
P]=3 |1 11
1 1 1
1
Hvis w = |—1| ogsa er som i forrige eksempel, sjek-
6
ker vi at
1 1 1 1 1 1 6 2
Plw=g (1 1 1} |-1) =2 6| = |2
1 11 6 6 2
2
stemmer overens med P, (w) = |2|. Er P, injektiv?
2

Hva med surjektiv? Vi kan selvfglgelig svare pa disse
sporsmalene ved a radredusere [Py], men dette kan
ogsa forstas geometrisk. Tenk litt pa hvorfor et plan
som star normalt pa linjen utspent av v, Sp{vov}, er
alle vektorene som projiseres ned pa skjeeringspunk-
tet. Na skjgnner du kanskje at det er mange vektorer
— et helt plan — som treffer en gitt vektor pa Sp{v}.
Men dette betyr jo at ulike vektorer sendes til like
vektorer; transformasjonen er ikke injektiv. Spesielt
er kjernen til Py, eller nullrommet til [Py ], er planet
som star normalt pa Sp{v} med origo som skjeerings-
punkt. Bildet til Py, eller kolonnerommet til [P,],
er Spv — fordi vektorer projiseres ned pa denne lin-
jen. A

Hvis du tenker deg om vil du etterhvert innse — el-
ler kanskje bli lurt til & innse — at geometrien til vek-
torer i R™ kommer fra skalarproduktet. Vi har sett at
vinkel, projeksjon og lengde kan uttrykkes ved ska-
larproduktet. Til og med selve koordinatsystemet vi
ser for oss er beskrevet av skalarproduktet: Standard-
basisen i R™ er vektorene e; som har komponent 7 lik

1, og null ellers. Merk at hvis du skalarmultipliserer
U1
V2

en vilkarlig vektor v = med e;, sa far du enkelt

Up
og greit v;, den i-te komponenten til v. Et eksempel
fra R3 er

1 0
21+ (1] =1-042-1+3-0=2.
3 0

Derfor kan vi skrive v som en lineserkombinasjon
V = V1Ve, +VaVe, + -+ UpVe,-

Koordinater er altsa bare summen av projeksjoner
ned pa vektorer i standardbasisen. Grunnen til dette
er at standardbasisen er et eksempel pa en ortogonal
basis, noe vi skal komme tilbake til senere i kapittelet.
Alt av geometri ser ut til & komme fra at R™ har
skalarmultiplikasjon. Malet med neste seksjon er a
generalisere skalarproduktet — som vi kommer til a
kalle et indreprodukt — for a finne lignende geometri
i mer abstrakte vektorrom.

Indreproduktrom

Fgr matematikk 3 tenkte de fleste av oss pa vektorer
som piler i R?, eller R3. Disse pilene kan legges sam-
men og skaleres pa en naturlig mate. I Kapittel 8 sa vi
hvordan disse ideene kan abstraheres til mer generel-
le vektorrom; mengder hvor man kan legge sammen
og skalere elementer — som kalles vektorer — pa en slik
mate at regnereglene vi er vant med fra R?, og R3,
fortsatt er gyldige.

Matematikere liker a generalisere.

Hvorfor? Et svar er at det ofte er nyttig a skjgnne
hvordan ting, som kanskje ser helt forskjellig ut, har
like egenskaper. Til na har vi blant annet sett at poly-
nom, og mer generelt funksjoner, har visse egenskaper
til felles med piler i R? — alle er vektorrom.

Vi skal abstrahere ideen om skalarproduktet. For
a bedre skjgnne hvorfor dette er av interesse, kan det
veere lurt a undre litt over:

Hva tilforer skalarproduktet?

Et upresist svar er at det ser ut til a4 male hvordan
vektorer i R™ orienterer seg i forhold til hverand-
re. Kanskje vi til og med kan komme med fglgende
vagale utsagn. Skalarproduktet er geometrien til R"™.
Hvis du tenker tilbake pa forrige seksjon synes du
kanskje ikke dette virker urimelig: Det vi ser for oss
kan jo beskrives med skalarproduktet.

Alt dette er vel og bra. Men hvordan i alle dager
kan man generalisere noe slikt? Det er kanskje litt
enklere & tenke pa:

Hvilke egenskaper til skalarproduktet er av
geometrisk betydning?



Skalarproduktet i R™ er en operasjon som tar inn to
vektorer, v og w, for a4 produsere en skalar v - w.
Denne operasjonen er symmetrisk:

V-W=W°+V

Husk at to vektorer i R” er ortogonale hvis v-w = 0.
Det er nettopp symmetrien til skalarproduktet som
gjor definisjonen veldefinert. For uten symmetrien
kunne det tenkes at v-w = 0 og w-v # 0, el-
ler v-w # 0 og w-v = 0. I sa fall matte vi skilt
mellom:

Vektoren v er ortogonal med w.

Vektoren w er ortogonal med v.

Noe som virker helt absurd. Hvordan kan v vaere or-
togonal med w, mens w ikke er ortogonal med v?

Videre tilfredstiller skalarproduktet en egenskap vi
kaller positivitet:

v-v>0,o0gv-:-v=0kun hvisv=0

Kravet v - v > 0 er rett og slett det som lar oss
definere lengden

IVl = Vv

siden kvadratroten bare er definert for positive tall.
Og det andre kravet betyr at det kun er nullvektoren
som har lengde lik null. Positivitet er med andre ord
essensielt for at lengde-begrepet skal gi mening.

Den siste egenskapen vi skal tenke pa er linearitet:
ve(aw+bu)=av-w+bv-u

Skalarproduktet ogsa er linezrt i forste faktor fordi
det er symmetrisk. I beviset til Teorem kommer
det frem at nettopp denne egenskapen gjgr projek-
sjon lineser. Rent geometrisk far vi naturlige bilder a
la:

A projisere for sé ¢ addere, eller & addere for sé &
projisere, er det samme

A projisere for si G skalere, eller & skalere for sé &
projisere, er det samme

En liten oppsummering pa diskusjonen ovenfor: Vi
gnsker a definere et produkt som tar inn to vekto-
rer for a produsere en skalar. Dette produktet skal gi
en geometri som minner om R™. Symmetri, linearitet
og positivitet er tre meget viktige egenskaper til ska-
larproduktet i R™. Disse sgrger for at ortogonalitet,
projeksjon og lengde oppferer seg i henhold til intui-
sjonen var. Derfor burde vi i alle fall kreve at genera-
liseringen skal tilfredstille disse tre. Dette er faktisk
matematikerenes beste forslag pa hva den riktige ge-
neraliseringen av skalarproduktet er. Konvensjonen
er a kalle generaliseringen for et indreprodukt med
notasjon (v, w) — indreproduktet mellom v og w.

Definisjon. La V vare et reelt vektorrom. Et indre-
produkt i V er en operasjon som tar inn to vektorer, v
og w, for & gi ut et reelt tall (v, w). Operasjonen til-
fredstiller

(v,w) = (w,v) (symmetri)
(v, (aw + bu)) = a{v,w) + b(v,u)

(v,v) >0, og (v,v) =0 kun hvis v=0 (positivitet)

(linearitet)

Vi sier at V', sammen med ett valgt indreprodukt, er
et indreproduktrom. A

Merk. Hvis du kombinerer linearitet og symmetri,
sa far du ogsa at indreproduktet er linesert i forste
faktor:

((aw + bu), v) = a(w,v) + b{u, v).
Eksempel 11.5. Skalarproduktet i R™,
(v,w)=v-w,

er et indreprodukt i R™. Til sammen utgjor de et
indreproduktrom. Dette eksempelet var tross alt hele
motivasjonen for definisjonen ovenfor. VAN

En viktig leerdom fra seksjonen om skalarproduktet
i R", er at intuisjonen fra R? fungerer helt ypperlig.
Tror du dette ogsa er sant for andre indreprodukt-
rom?

Intuisjonen din fra R? fungerer fortsatt helt
ypperlig.

Det veere lurt a tenke pa v - w i stedet for (v,w)
fremover.



Eksempel 11.6. I R? er skalarproduktet med null-
vektoren alltid null. Dette er ogsa tilfellet i et generelt
indreproduktrom. Et triks er & observere at

2(v,0) = (v, 20),
=(v,0),

linearitet

20=0

Men da tilfredstiller tallet (v,0) likheten
2(v,0) = (v,0).

Flytte-bytte gir
(v,0) =0.

Lengden er definert til a veere

V[l = V/{v,v).

Eksempel 11.7. Hvis du deler en ikke-null vektor
med lengden sin, sa far du en vektor av lengde 1; -

TV
har lengde lik 1. Algebraisk verifikasjon:

A" Vv A"
Y= S Yy
™ TN
1
=\ ey

[ 1

=Vi=1

To vektorer er ortogonale hvis
(v,w)=0.

Merk. Positivitet viser at den eneste vektoren som
er ortogonal med alle vektorer i V' er nullvektoren.

A

Basert pa disse definisjonene kan vi allerede bevise
Pytagoras’ teorem.

Teorem 11.8 (Pytagoras). La V wvere et indrepro-
duktrom. Dersom vektorene v og W er ortogonale, er

v+ w2 = [[v]* + [[wlf*.
Bewis. Vi regner litt pa venstre side av ligningen.

Iv+wl? = (v 4+ w,v + w)

(
( +
+(w,v) +(w,w),
= (v,Vv) + (v,Vv),

v,v) +(v,w)
linearitet

ortogonalitet

Pytagoras’ teorem

Det neste teoremet er en ulikhet som lar oss definere
vinkelen mellom vektorer.

Teorem 11.9 (Cauchy-Schwarz). La V wvere et
indreproduktrom. Alle vektorer v og w tilfredstiller

(v, w)l < [[v][[[wl]
Fra ulikheten folger det at

e Wy
[[v[f[wll

Cosinus ligger ogsa mellom —1 og 1. Derfor kan vi
definere vinkelen mellom v og w til a veere lgsningen

av

cosf = 7<V’W> .
v lwl

Vi har med andre ord fortsatt formelen
(v, w) = cosb]|v]|[|wl|.
Spesielt er to vektorer parallelle hvis
(v.w) = £[|v][[[w].
eller ekvivalent, w = tv for et reelt tall ¢; de ligger
pa samme linje. Pa dette tidspunktet blir du kanskje

ikke overrasket over at den ortogonale projeksjonen
av w pa v er

Bildet er fortsatt det samme som i R2:

w

w — Py (w)

Py (w)

Den ortogonale projeksjonen i et indreproduktrom

Teorem [I1.3]sier at den ortogonale projeksjonen i R™
er en linezrtransformasjon. Hvis du leste beviset, sa
er du enig i at alt koker ned til at skalarproduktet
er linezert. Samme bevis fungerer for generelle indre-
produktrom (bare bytt v - w med (v, w)).

Teorem 11.10. La V were et indreproduktrom. Den
ortogonale projeksjonen pa en vektor v,

P,V =V
w :<v,w>v
AN

er en lineertransformasjon.

Teorem 11.11. La v og w wvere to vektorer i et
indreproduktrom V. Da er Py(w) og w — Py(w) or-
togonale.



Bevis. Bruk linearitet (og symmetri, for a fa lineari-
tet i forste faktor):

<Pv(w),w - PV(W )

= <V7W>vw - v v
= v,v) ’ ) <V,v> " (v, V) )
(v, w) v.w — (v,w) (v,w) vy
" VY T ) o Y
(v,w) \A v w
_<V,V> <V5W> <V,V>< ’ >
=0

Indreprodukt mellom funksjoner

Denne seksjonen inneholder et eksempel pa et nytt
indreprodukt. Vi skal definere et indreprodukt mel-
lom stykkevis kontinuerlige funksjoner. Dette indre-
produktet har mange anvendelser, spesielt innen sig-
nalbehandling. Du skal leere mer om dette i mate-
matikk 4, stikkordet er fourieranalyse: Ideen er a
projisere signaler — les stykkevis kontinuerlige 2m-
periodiske funksjoner — ned pa de elementzre sig-
nalene cos(nz) og sin(ma) for & plukke ut hvor mye
av hver frekvens signalet bestar av. Det viser seg at
fine nok signaler kan rekonstrueres pa denne maten.

Skalarproduktet i R™ er en sum. Det er nsermere
bestemt en sum av produktet mellom komponentene
til to vektorer. En funksjon fra et intervall [a, b] til R
— en vektor i C([a, b]) — kan tenkes pa som en ’klassisk
vektor’, eller pil, med utellbart mange komponenter:
En funksjon f, fra [a, b] til R, er en regel som gir ut ett
tall f(z) for hver x i [a, ], og det er utellbart mange
tall i dette intervallet. Vi kunne godt ha skrevet dette
som en samling av komponenter

(f(x) hvor z ligger i [a, b]).

Det er umulig & summere utellbart mange tall; umu-
lig & summere over alle komponentene — funksjons-
verdiene — til en funksjon. Men i matematikk 1 sa
vi at det finnes noe som minner om en slik sum,
nemlig integralet over [a, b]: Integralet er arealet un-
der grafen, summen av uendelig tynne stolper med
tilhgrende funksjonsverdi som hgyde.

Basert pa motivasjonen ovenfor forsgker vi a defi-
nere indreproduktet mellom f og g som

b
i [ f@gis.

(f,9) =

Faktoren ﬁ er ikke ngdvendig, men den gir finere

formler i praksis. Vi ma sjekke at aksiomene for et
indreprodukt holder.

Teorem 11.12. Operasjonen

b
(f,9) = bia/f(z)g(x)dx.

er et indreprodukt pa C([a,b]).

Bevis. Symmetri:

b
(f9) = = [ Falgta)do
b

= ! /g(x)f(;v)dx, ab = ba for tall

b—a

=g, f)

Linearitet: I matematikk 1 leerte du at integralet er
linegert, det vil si

/(cg(m) + dh(z))dx = c/g(x)d:c—i—d/h(x)dx,

som gir

b
(freg+dh) = 5= [ F(@)egla) + dh(a))do

b
— i [r@gta) + dF@)h(a))do

b
— ;= [ F@)g(a)da

b
+dﬁ/f(x)h(m)dm

=c(f,g) +d{f,h).

Positivitet:
b
(5) = = [ f@ris

Funksjonen f(z)? er alltid storre eller lik null. Derfor
blir arealet under grafen stgrre eller lik null. Vi kan
konkludere med at (f, f) > 0. Nar er (f, f) = 07 Si-
den f(z)? alltid er positiv, ma vi ha at f(z) = 0
for alle z, ellers far vi et ikke-null areal. Det er,
med andre ord, kun null-funksjonen som tilfredstil-

ler (f, f) =0. H

Merk. I praksis vil vi ogsa tillate stykkevis konti-
nuerlige funksjoner — kontinuerlig overalt, bortsett
fra et endelig antall punkter — for vart indreprodukt.
Et teknisk problem gjgr det litt vanskelig a formulere
dette presist — men du trenger ikke a bekymre deg for
denne typen detaljer. Fra na av lar vi C;([a, b]) beteg-
ne rommet av alle stykkevis kontinuerlige funksjoner.
Den spesielt interresserte studenten kan merke seg at
integralet av en funksjon som er null overalt, bort-
sett fra i ett punkt, er null. Det tekniske problemet
er altsd at ikke bare null-funksjonen gir (f, f) = 0.
Lgsningen er & modifisere likhet i Cs([a, b]): to funk-
sjoner f og g er like hvis f(z) = g(x) for alle z,
bortsett fra et endelig antall punkter; de er sa a si
like. Faktisk er det mulig med et bedre integralbegrep
enn det du leerte i matematikk 1 (Lebesgue integral)
som tillater at to funksjoner f og g er like i Cs([a, b])
hvis f(xz) = g(x) for alle x, bortsett fra et tellbart
antall punkter. Men det er en historie for en annen
dag.



Det er pa tide med et eksempel.

Eksempel 11.13. Vi ser pa indreproduktet nar a =
0 og b= 1. Er = og x? ortogonale?

1 1
1
(z,2°%) = T—o /% ridr = /asgdx
0 0
1 1
= [Zz% 1

Nei, de er ikke ortogonale. Hva er lengden til z og 22?7

1

1
1
(z,2) = fo/xmdas:/x?dx
0

0

Lengdene er

1
lzll = —= og |||l =

V3

Sl-

Hva er vinkelen mellom dem?

2 1
cosf = (x,as2> = 141
allle?] ~ T X
_ V35 VI5
T4 4

Merk at v/15 ~ 3.87 < 4 som stemmer overens med
Cauchy—Schwarz. En kalkulator gir § ~ 14.48 gra-
der. Vi kan ikke se denne vinkelen i figuren nedenfor,
men vi kan forsta at de er neermere & veere parallel-
le, enn de er & veere ortogonale. Hvis de hadde veert
parallelle, ville 6 veert 0 eller 180 grader, og hvis de
hadde vaert ortogonale ville 8 vaert 90 grader. Dette
gir ogsa et bevis pa at x og z? er linesert uavhengi-
ge; de er ikke pa samme linje/parallelle. La oss tenke
litt mer pa denne vinkelen. Siden lengden av z og 22
er henholdsvis % og %, og vinkelen mellom dem
er 14.48 grader, ser de ut til a veere nseerme hverand-
re. Avstanden mellom dem er — som i R? — lengden
til differansen;

1
o — 22 = / (x — 2%)%ds

Fra figuren ser dette malet pa avstand ut til a veere
lite:

0.8 +

0.6 |

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Arealet mellom © (bld) og 2 (rod) er lite

Mer presist:

Avstanden mellom z og z2 er \/% ~ 0.183, et lite
tall. For & oppsummere, grafene i figuren over ser ut
til & veere naerme hverandre, derfor er vinkelen mel-
lom dem relativt liten. Hva er den ortogonale projek-

sjonen av z2 pa x?

2 1

vi 3
P, o (@) 7 _3.
(x)—<x7x>x—%x—4x

Vi sjekker at P, (z?) og 22 — P,(x?) faktisk er orto-
gonale:

1
1 3
(Py(x?), 2% — Py(2?)) = o / Zx(a:Q — —x)dx
0
3 ; 9 ;
_° 3 9 2
74/x 16/x dzx
0 0
_31 91
44 163
_3 3
16 16
=0

Eksempel 11.14. Hva er vinkelen mellom x og —x
i C5([0,1])? Man skulle kanskje tro at vinkelen er 90
grader:



0.5+

05 1 15 2

—0.5 |

Vinkelen mellom grafene til z (bla)
og —z (rgd) er 90 grader

Men husk at vinkelen ikke er en vinkel mellom gra-
fene. Den riktige inuisjonen her er at vinkelen bur-
de veere 180 grader. Hvorfor? Linjen utspent av x
— Sp{z} — bestar av alle ax hvor a er et reelt tall.
Spesielt ligger —z = (—1) - x pa linjen. Tenk pa en
vektor v i R?, vinkelen mellom v og —v er 180 grader.

cosf — (@, —z)
/Il = |
1
Jx- (—z)dz
_ 0
1 1
[ @2dzy| [(—x)%dx
0 0
1
— [2%dx
_0o
1
[ x?dx
0
=-1
Dette betyr at 6 er 180 grader. A
Eksempel 11.15. I dette eksempelet er a = —7

og b = m. Vi skal regne ut lengden til vektore-
ne 1, cosx og sinz, og se at de er parvis ortogonale.

]2

I
3
[
/‘\)—‘
a
—
-
Q‘
8

Husk den trigonometriske identiteten

cos(2x) = 2cos® z — 1.

™

/ cos T - cos xdr

—T

1

2
COS =
Jeosall® = ———

T

1 9
=— d
5 /cosxm

1/ 1 + cos(2z)

=— | ————=d

277/ 2 v
1.1 1

= %[53} + Z Sin(?x)}:rﬂ,

1.1 1

%(577 - 5(—77))

1

2

sin(+27) =0

Pa lignende vis regner vi ut
1

. 2
s = —
sl = 3

Vektorene 1 og cosx er ortogonale:

T

1
(1,cosx>:7/1~cosxdm
m— (=)

s
1
= — /cos:rdx
2T
—Tr
1

= %[sinx]fw,

=0

sin(x7) =0

Tilsvarende regning gir
(1,sinz) = 0.

Bruk substitusjon for & regne ut det siste integralet:

T

/ cos T - sin xdx

—T

s
1 .
— [ cosxsinzdx,
27

(cosx,sinx) = e

= U = COS T
. 1
:—%/udu
-1
_ L don
= %[gu]q
1.1 1
- _ 712_7_12
=0
VAN

Du kan bruke lignende triks fra matematikk 1 for
a bevise at cos(nx) og sin(mz), hvor n,m =2,3,.. .,
ogsa kan tas med i Eksempel [T1.15]

Teorem 11.16. Vektorene 1, cos(nz) og sin(mx),
hvor n,m = 1,2,3,..., er parvis ortogonale

i Cs([—m, 7).



Mer om ortogonalitet

Definisjon. En ortogonal mengde er en mengde av
ikke-null vekorer uy, us, ...,u,, slik at

(u;,ug) =0

for alle vektorer u; og uj; i mengden med i # k.
Dersom 1 tillegg |Ju;|| = 1 for alle vektorene, sier vi
at mengden er ortonormal.

Intuisjonen bak det neste teoremet er klar: Vekto-
rer som parvis star 90 grader pa hverandre er linesert
uavhengig. Du kan f. eks. tenke pa standardbasisen
i R3.

Teorem 11.17. En ortogonal mengde er lineert
uavhengig.

Bevis. La uy, ug, ...,u, vere en vilkarlig ortogonal
mengde i et indreproduktrom. Vi gnsker a vise at
ligningen

riuy +rous + -+ ax,u, =0

kun har triviell Igsning — definisjonen pa linezer uav-
hengighet. Trikset er a anvende indreproduktet med
alle u;-ene pa ligningen. Hgyre side:

Venstre side:

(Trug + zoug + - -+ + Tpup, uy)

=r1(ur,u;) + x2(ug, w;) + - + (U, v;), linearitet

:$i<ui7 ui>7
Til sammen far vi at
aci<ui, 117;> = 0

Her kan ikke (u;,u;) = 0 fordi alle u;-ene er ikke
nullvektoren (positivitet). Dermed ma z; = 0. Vi har

kun triviell lgsning x; = 0 for alle <.
O

Eksempel 11.18. Standardbasisen ej,es,..., e,
for R™ er en ortonormal mengde. VAN

Eksempel 11.19. I forrige seksjon sa vi at po-
lynomene z og x? er ikke en ortogonal mengde
i Cs([0,1]). A

Eksempel 11.20. Teorem [11.16| kan omformule-
res: Vektorene 1, cos(nz) og sin(mz), hvor n,m =
1,2,3,..., er en ortogonal mengde i Cs([—7,7]). A

Definisjon. Dersom en ortogonal mengde uj, us,
..Uy 1V ogsa er en basis, sier vi at mengden er en
ortogonal basis for V.

Teorem sier at vi liksa godt kunne byttet ut
'basis’ med ’spenner ut’ i definisjonen av en ortogonal
basis — en ortogonal mengde er linezert uavhengig, vi
trenger kun & sjekke om den spenner ut.

Merk. Hvis indreproduktet er skalarproduktet i R™,
sa er det vanlig a sette opp uy, ug, ...,u, som kolon-
ner i en matrise U. Vi sier da at U er en ortogonal
matrise.

Hvis vi har en ortogonal basis for et rom, er det vel-
dig lett & finne en vektors komponenter i rommet. La
oss si at vi gnsker a finne vektoren v sine koordinater i
basisen uy,us,...,u,. Koordinatene, x1,xs9,...,x,,
til v i denne basisen er gitt ved ligningen

V =2x1U; + ToU2 + ...TpUy,.

I motivasjonen for indreproduktet sa vi at nar u;-
ene er standardbasisen til R™, sa er x;-ene bare kom-
ponentene til vektoren v; projeksjonen ned pa hvert
element i standardbasisen. Det samme gjelder for en
ortonogonal basis. Anvend indreproduktet med u; for
a fa ut den i-te komponenten:

(u;,v) = (0, 2101 + T2us + ...2,U,)
= z1(u1, ;) + z2(ug, u;)
+ -+ xn<un7 ui>7

= z;(u;, uy),

linearitet
ortogonalitet
Altsa er

(u;, v) = z;(u;, u;)
for hver i. Fordi u; ikke er nullvektoren, er (u;, u;) >
0. Altsa er lgsningen
<uia V>
(u;, u;)

xX; =

Nar vi husker formulen for projeksjonen pa en vektor,
sa ser vi at
<u7,'a V>
T = u; = Py, (v).
1 Uq <ui7ui> 1 u,( )

Vi beviste altsa:

ortogonalitetreorem 11.21. Koordinatene til v i en ortogonal

basis ui,us,...,u, er
Vv =Py, (v)+ Py (v)+ ...+ Py, (V)

_ <U1,V> <u2,v>
(g, ) - (uz,uz)

(un, v)
(un, u,)

U 4+ ...+ n
Vi kan ogsa projisere en vektor ned i et underrom
der den ikke hgrer hjemme. Projeksjonen minimerer
avstanden fra underrommet til vektoren. Det neste
teoremet sier at vi ma finne en ortogonal basis for a
fa til situasjonen som er illustrert i bildet nedenfor.

Ortogonal projeksjon minimerer avstanden
til et underrom

Teorem 11.22. La uy, ug, ...,u, vere en ortogonal
basis for U, et underrom av V. Punktet

Py(v) =Py, v+ Py,v+..+ P, v

u, v Uy, v
:<1 >u1+<2 >UQ++

(un,v) u
(ug,uq) (ugz, uz)

<un7 u7l>

n



er det punktet i V' som har kortest avstand til v:

_P = mi —
IV = Py(v)ll = min |v —w]|

Punktet Py (v) er det unike punktet som minime-
rer avstanden til U. Derfor er Py(v) uavhengig av
hvilken ortogonal basis du velger for U. Dette de-
finerer en linesertransformasjon Py : V. — U, den
ortogonale projeksjonen ned pa underrommet U. Du
kan regne den ut ved & velge en ortogonal basis for sa
a bruke formelen i Teorem [11.22] Hvordan velger jeg
en ortogonal basis? Svaret er Gram—Schmidts meto-
de, temaet i neste seksjon. Men vi klarer a regne pa
et enkelt eksempel:

Eksempel 11.23. Betrakt (z, y)-planet som et un-
derrom av R3 — ved 4 sette z = 0. Vektorene

1 [0
e; = (0] oger= |1
0 10

er en ortonormal basis. Formelen gir

U1 U1 U1
P(x,y)fplanet V2 = Pel V2 +Pe2 V2
U3 U3 U3

Projeksjonen P, gir enkelt og greit gir ut den i-te
komponenten:

V1 (% 0 V1
P(m,y)fplanet V2 =0+ [v2] = |v2
U3 0 0 0

Resultatet er — naturlig nok — linezertransformasjo-
nen som dropper siste komponent. Standardmatrisen
er

[P(z,y)—planct] =

OO =
o = O
o O O

A

La U veere et underrom av et indreproduktrom V.
Vi definerer det ortogonale komplementet til U i V'
som

UJ_

= {vektorene i V som er ortogonale pa alle vektorer
En vektor v er altsd i U+ dersom (v, u) = 0 for alle u
iU.

Merk. Det ortogonale komplementet er et underrom
av V.

Det neste teoremet sier at det holder a sjekke om
en vektor star normalt pa en basis .

Teorem 11.24. La uy,uy,...,u, vere en basis for
et underrom U. En vektor v er i det ortogonale kom-
plementet hvis og bare hvis (u;,v) for alle 1.

Eksempel 11.25. La oss finne det ortogonale kom-
plementet til (z, y)-planet i R3. Det bestar av vekto-

a
rer |b| slik at
c
a 1
bl - (0] =0
0

—-

10

U}.

og
a 0
b 1{ =0.
c 0

Venstre side er henholdsvis a og b. Kravet for a veere
i det ortogonale komplementet er a = b = 0; det
ortogonale komplementet er z—aksen. A

For neste teorem kan det veere nyttig a tenke over
hvorfor det ortogonale komplementet til en linje i R3
er et plan; hvorfor det ortogonale komplementet til
et plan i R? er en linje.

Teorem 11.26. La U vere et underrom av et indre-
produktrom V. Da gjelder

dimU + dim U+ = dim V.

Gram-Schmidts metode

La vy, va, ...,v,, veere en linezert uavhengig vektor-
mengde. Vi skal lage oss en ortogonal basis uj, us,
..,u, for rommet utspent av vektorene i mengden.
Vi begynner med a definere

u; = Vg

Vektoren vy er ikke ngdvendigvis ortogonal pa uy,
men

u2:V2—P (VQ

er — fordi vi trakk fra komponenten langs u;. Vekto-
ren

u3 = v3 — Py, (v3) — Py,(vs)
Ly, v v
(ur,uy) (ug,uz)

er ortogonal pa bade u; og us — fordi vi trakk fra
komponentene langs u; og usy. De tre vektorene uy,
Uy og ug spenner ut det samme rommet som vy, Vo
og vs. Na kan vi fortsette slik, og definere rekursivt

k—1
Uy = Vg — Z Puj (Vk)
j=1
k—1
_ (uj, vi)
=V — <u‘ a >Uj.
j=1 70 ]

Teorem 11.27. Mengden uy, us, ...,u, er en orto-
gonal basis for rommet utspent av vy, va, ...,V,.

Bewis. Vi bruker induksjon. Det er lett a se at u; og
u, er ortogonale:

= (uy, (vo — {ur, va)

(ur,u2) = (uy, (v2 oy uy))
v (ui, va) w
_< 1 2> <Ll1,111>< 1 1>
= (u1,va) — (u1,va) =

Siden u; og usy er ikketrivielle linezerkombinasjoner
av de linesert uavhegnige vektorene vy og vs, er det



apenbart at u; og uy spenner ut det samme rommet
som vy og Vs.

La na

Vie = Sp{v1,va,..., v}

Vi antar at ug, us,...,u,_1 er en ortogonal basis for
Vk—1. Vi ma vise at uj star ortogonalt pa Vi_1, og
at up, ug, ..., u spenner ut V. Vi sjekker indrepro-
duktet av u; med uy. Siden uju,, = 0 nar j # m,
far vi

k—1
v
() = (g, (v — 3 A YRy )
= (W )
k—1
(uj, vi) Z <um7vk> (uj, up)
. um,um>
= (u;, vg) — <uav"/c>

Vi ser altsa at uy, star ortogonalt pa alle u;, og siden
up,ug,...,u5_1 er en ortogonal basis for Vi _q, star
uy, ortogonalt pa Vi_1. Siden vy, er linesert uavhengig

av ui,Us,...,U;_1, 0g Ui er en lineserkombinasjon
av Vi og uj,ug,...,ux_1, Spenner uy, Us, ..., U ut
Vi. O

La oss illustrere metoden med et par eksempler.

Eksempel 11.28. Vi finner en ortogonal basis for
underrommet U av R* utspent av

2 1 1
1 0 1
V], = 1] Vg = 9 0og V3 1
0 1 0

Ta u; = vy. Observer at
ucve=2-141-041-(=2)+0-1=0.

De er allerede ortogonale, sa neste basisvektor blir
bare

11

Siste basisvektor er

up - v3 us - v3
us = Vg — u; — U
u; - uy us - U
SR,
1 1
1 1 1] [2
1 0] [0] |1
T T21 T |t
0 1 1 0
1 1
_0_ _O_
1 1
0 1
2| |1 1
1 0 0
(1 1 -2
0 0 1
-2 -2
|1 1
(1] 2 1
|1 4 (1 -110
1l e 1] 6 |-2
0 0 1

6
i 0 1
-1
12
o 0
1
Vektorene
2 1 -1
1 0 1 2
1 |-2] ®6 o0
0 1 1

er en basis for U. Den blir finere dersom vi skalerer ug
med 6: samlingen

2 1 -1
1 0 2
17 |2 ® o
0 1 1
er ogsa en ortogonal basis for U. A

Eksempel 11.29. Vi finner en ortogonal basis for
underrommet U av Cs([0,1]) utspent av 1, z og x2.
Start med u; = x for & kunne gjenbruke utregninger
fra Eksempel Ta vy = 22

2
Uy = vy V2 (2T
<u17u1> <.’E,l’>
1
1 3
:xZ—%x:f—ix
3
Du kan sjekke at
3 3 1
2 2 9O\ _ 1
(z Rk 4x> 0



og

Siste basisvektor er

<$,1 <.’E2— %71> 2 3
=1— — E—
us <{E,£C x <(£2 _ %$7£L’2 — %"E> (x 4-77)
1 _ 1 3
:1—%36—%4(372—13:)
3 80
10 12
= 31‘2 — 3.'1: 1

En ortogonal basis for U er

3 10 12
2—1$0g §$2—§$—|—1

T, T

La U vaere et underrom til et indreproduktrom V.
Her er en metode for & regne ut den ortogonale pro-
jeksjonen Py:

1. Bruk Gram-Schmidt til & finne en ortogonal ba-
sis ug, ug,...,u, for U.

2. Den ortogonale projeksjonen er

Pu(x) = Pa, (X) + Puy () + -+ + Pu, (%)

3. Hvis V = R", sa er standardmatrisen

[PU(el) PU(EQ) PU(e,,L)] .

Eksempel 11.30. Finn standardmatrisen til Py
hvor U er underrommet av R* utspent av

V1 =

O~ = =

2
1
u; = 1
0

12

Regn ut Py(e;):

PU(el) = Pu1 (el) —': Pu2<e1) + Plls(el)

21 1 1 1
1 0 0 0
1 0 2 -2 0 1
0] 10] |1 1 0 0
T2 el ] T 1 -2
1 1| ([0 0 0 1
1 1 -2 —2
0] |0 1 1
-1 [1
2 0
0 0 -1
1 0 2
I EYTEEEE
2 2 1
ol (o
1 1
[2] 1 -1
21 0 -1 2
=61 6|2 "6 |o
0] 1 1
(6] 1
_1(o| o
6|0l |0
0] 0

Siden Py(e1) = e; skjgnner vi at eq ligger i U. En
del regning gir at Py(eq), Py(es) og Py(ey) er hen-
holdsvis

0 0 0

115 1]1 112
6116 |5] 6|2

2 2 2

Standardmatrisen er

6 0 0 O

116 5 1 2

[P U]*E 6 1 5 —2

6 2 2 2

Komplekse indreprodukt

Hva skjer om vi definerer prikkproduktet i C™ pa
samme mate som i R"? La oss prgve: Et produkt

VW = 01w + VaWa + -+ - + UpWhp,

hvor v;-ene og wj-ene er komplekse tall, tilfredstiller
ikke ngdvendigvis at v-v er et reelt tall. Eksempelvis

er ' _
el e ESNE
. =€ 46 4

0 0

Dette er et problem hvis vi gnsker a definere lengde
som i det reelle tilfellet. Vi kan med andre ord ikke

definere - ‘ -
e e = [eF] e
0 0 0|



Det finnes en enkel mate a fikse dette problemet.
Husk at prikkproduktet i R™ er et matriseprodukt

V- W = VTW.
Na konjugerer vi v, i tillegg til & transponere den,

vi=lor vz ... Ty

Vektoren v* kalles den adjungerte til v. Na kan vi
bruke matrisemultiplikasjon til & definere et produkt

VW = Tjw; + Taws + - - - + Upwy,.
Merk deg at

V'V =T1v; +Tav2 + - - + Upp
= [or* + vof* + -+ + on]?

alltid et ikke-negativt reelt tall; summen av lengden
til komponentene. Et eksempel er

ei% * ei%
= ei%ez% = 671%61% =1.
0 0

Vi har ikke lengre symmetri, v*w # w*v, men vi har
kongugert symmetri

viw = w*v.

Ellers kan du sjekke at vi fortsatt har linearitet i and-
re variabel

v*(aw + bu) = av*w + bv*u,

A
og positivitet
Eksempel 11.34. La oss projisere vektoren
v*v >0, og v'v =0 kun hvis v = 0.
Basert pa motivasjonen fra det reelle indreproduktet W — _05 !
virker det rimelig at dette fortsatt gir en rik geometri - 9%
som blant annet inneholder lengde, ortogonalitet og
projeksjoner. bade pa og normalt pa
Definisjon. La V vere et komplekst vektorrom. Et
indreprodukt 1 V er en operasjon som tar inn to vek- 3,
torer, v og w, for & gi ut et komplekst tall (v, w). V=17t
Operasjonen tilfredstiller 4
(v,w) = (w,V) (konj. sym.) Vi beregner:
(v, (aw + bu)) = a{v,w) + b(v,u) (linearitet) VIV =33 (i) 444 =26
(v,v) >0, og (v,v) =0 kun hvis v=0 (positivitet)
.. . og
Vi sier at V', sammen med ett valgt indreprodukt, er . . . . .
et indreproduktrom. A viw =3 (=5i)+i-0+4-2i =T
Merk. Positivitet viser igjen at den eneste vektoren slik at
som er ortogonal med alle vektorer i V' er nullvekto- 3
ren. A Pow = viw _ ;h s
vV 26 4
Du trenger kun & vite om ett komplekst eksempel,
3 n
nemlig C™. og
Eksempel 11.31. Operasjonen VW
w— Py (w)=w— v
(v,w)=v-.-w=v'w, vV
—5i 7 3 1 —109¢
er et indreprodukt i C™. Til sammen utgjer de et = 0| - — |—i| = — 7 A
komplekst indreproduktrom. A 21 26 4 26 801

Merk. Dersom v og w er reelle, blir

VW = VI W = 0w + Uy + -+ F Uy, =V - W
det gode gamle skalarproduktet. Fra na av er v*w en
fellesbetegnelse for skalarproduktet i R™ og indrepro-

duktet 1 C™.

Merk. Nesten alt vi gjorde for reelle indreprodukt-
rom gjelder ogsa for komplekse indreproduktrom.
Det er ett unntak, vinkelen er ikke definert. Grun-
nen er at Caucy—Schwarz, Teorem [11.9] impliserer
at (v,w) er et komplekst tall med lengde mindre el-
ler lik 1. I det reelle tilfellet befinner oss dermed i
intervallet [0,1], men i det komlekse tilfellet er det
flere tall som er inkludert; disken som er sentrert i 0
med radius 1.

Teorem 11.32. Alt som gjelder for reelle indrepro-
duktrom, med unntak av vinkelen, gjelder ogsa for
komplekse indreproduktrom.

Eksempel 11.33. Vektorene

i

er ortogonale:

13



Vi avslutter seksjonen med en liten diskusjon om
adjungering, noe du kanskje kommer til & mgte pa i
fremtiden. Man kan definere den adjungerte til

ail a2 QA1in
a1 @22 A2

A= .
Am1 Am2 Amn

som matrisen

a1 Qo1 Qm1
e aiz Qo2 Qm2
ain a271 Emn

der radene og kolonnene i A er byttet om, og alt er
komplekskonjugert. Du kan sjekke at siden (AB)T =
BTAT, sa gjelder

(Ax)"y = x"(A"y).

Mer generelt, la V' og W veere indreproduktrom, og T’
er en linesertransformasjon mellom dem. Den adjun-
gerte til T, T™*, er linezertransformasjonen som til-
fredstiller

(T(x),y) = (x,T"(y))-

Eksempel 11.35. Hvis vi lar A veere matrisen

500 —2i
A_{3 i 4]’

sa er den adjungerte av A* gitt ved:

-5t 3
A*=1 0 —i
2t 4

Hvis vi adjungerer denne matrisen igjen, sa kommer
vi tilbake til utgangspunktet:

(A=A A
Merk. A = A**

Det siste resultatet i denne seksjonen er grunnlaget
for minste kvadraters metode — som er en anvendelse
i neste kapittel.

La A veere en m X n-matrise. Da observerer vi en
sammenheng mellom kolonnerommet til A* og null-
rommet til A. For hvis w = A*u og Av = 0, sa er

w'v = (A"u)*(v) = u*(A™v)
=u"(Av) =u*0=0.

Dette viser at w, som ligger i Col A*, er ortogonal
med Null A. Faktisk gjelder fglgende likheter:

Teorem 11.36. La A vere en m x n-matrise. Da
vet vi

(Col A)* = Null A*
(Null A)+ = Col A*.

14

Bewvis. Det holder a bevise en av pastandene. For
den andre fglger ved a se pa A* istedet for A. Sa
la oss bevise (Col A)* = Null A*. Vi skal vise denne
pastanden ved & sjekke at (Col A)* er en delmengde
av Null A* og at samtidig Null A* er en delmengde
av (Col A)*.

Vi begynner med at x er en vektor i (Col A)+. La
ay,...,a, vere kolonnevektorene i A. Kolonnerom-
met Col A er utspent av kolonnene i A. Altsa er x
ortogonal med alle a;, dvs

0= (a;,x)=ajxforallei=1,...,n.

Men dette betyr ved definisjon av multiplikasjonen
matrise gang vektor at A*x = 0. Altsa ligger x i
Null A*.

En annen mate a vise dette er & observere at x €
(Col A)* betyr at

(Au, x) =0 for alle u € C".

Men vi vet
(Au,x) = (u, A*x).

Altsa har vi
(u, A*x) = 0 for alle u € C".

Vektoren A*x er altsa ortogonal med alle vektorer i
C"™. Pa grunn av positivitet ma A*x veere nullvekto-
ren, dvs x ligger i Null A*.

Omvendt la oss anta at x er en vektor i Null A*.
Dette betyr at A*x = 0 og viser ved definisjon av
multiplikasjonen matrise gang vektor at x ortogonal
med alle kolonnene i A. Med andre ord x ligger i
(Col A)*L.

O

Merk. For en reell m x n-matrise A sier teoremet:

(Col A)+ = Null AT
(Null A)+ = Col AT,
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