Innlevering 3 (frist 8. mars)

Oppgaver til kapittel 7

1. Avgjor om fglgende delmengder i R? er underrom
av R2.

a) Alle z,y slik at x + y = 0.

b) Alle z,y slik at . +y = 1.

c) Q?

2. La A og B vere folgende matriser:
01100 01 1 2 3
0000101 2 3 4

A= 0000011 B= 3 4 5
0 00O O0OO0OO0 4 5 6

a) Finn en basis for kolonnerommet, nullrommet og

radrommet til A, og finn dimensjonen til hvert av
disse rommene.

b) Gjor det samme for matrisen B.

¢) Ligger vektoren (0,1,—2,3,—1,—1,1) i nullrom-
met til A? Ligger den i nullrommet til B?

d) Ligger vektoren (—1,—1,—1,—1) i kolonnerom-
met til A? Ligger den i kolonnerommet til B?

3.
a) Finn en basis for P. Vis at det faktisk er en basis.

b) Hva er koordinatene til 1+ 2z + 3z? i basisen du
fant for Py?

¢) Finn en basis for P, der n > 0.

4. La aj, ag, u og v vaere fplgende vektorer i R3:

1 2 1 1
a; = |2 as = |3 u= |—1 v=|1
3 4 1 1

a) Se pa planet i R? som bestar av alle vektorer pa
formen

u+t+s-a;+t-as
der s og t er vilkarlige tall. Er dette planet et under-
rom av R3?
b) Er planet som bestar av alle vektorer pa formen

v+s-a;+t-as

et underrom av R3?

c) La A= [al az] veere matrisen som har a; og as
som kolonner. Ligger vektoren u i kolonnerommet til
denne matrisen? Hva med v? Sammenlign med det
du fant ut i del a) og b).

5. La A vaere en m X m-matrise hvor m < n. Hvilke
av fglgende pastander kan vi da konkludere med?

a) dimColA >0
b) dimNullA >0

Oppgaver til kapittel 8

1. Finn ut om funksjonen T er en linezrtransforma-
sjon. Hvis den er det: Finn standardmatrisen til T,
regn ut ker 7" og im 7', og finn ut om 7" er injektiv, og
om den er surjektiv.

@ 7([3]) = ")
w7 ([}]) =er e

. 8x — Ty

O T\ o)) =[5y e s

6y — 6x — 4z

T

d) 7| [V| | =a?+y?+22 +u?
w
x

e) T g =2+ 2y+3z+4w
w

2. Finn standardmatrisen til linesertransformasjonen
a) ... S:R? — R? som speiler planet om z-aksen.

b) ... R: R? — R? som roterer planet med 3.

3. La S og R veere som i forrige oppgave. Finn stan-
dardmatrisene til sammensetningene So R og Ro S.
Gi en geometrisk beskrivelse av hva disse linezrtrans-
formasjonene gjgr.

4. La D: P — P veere funksjonen som sender hvert
polynom til den deriverte av polynomet:

D(p) =7p'

La G: P — P veere funksjonen som ganger polyno-
met den far inn med x:

G(p) =q, der q(z)==x-p(x).

a) Vis at D og G er linezrtransformasjoner.

b) Finn bildet og kjernen til D og til G.

¢) Finn ut om D og G er injektive og/eller surjektive.
d) Beskriv linezrtransformasjonen (DoG)—(GoD).

e) Na begrenser vi oss til endeligdimensjonale poly-
nomvektorrom. For hvert positive heltall n definerer
vi linesertransformasjoner

Dy:P,—P,q og Gn:Pp_1— P,



pa samme mate som vi definerte D og G. Velg en
passende basis for hvert av vektorrommene P og Ps,
og finn matrisene for D3 og G3 med hensyn pa disse
basisene.

5. La D: C*°(R) — C*(R) veere funksjonen som er
gitt ved derivasjon:

a) Vis at D er en linegertransformasjon.

Hint: I Matematikk 1 lzerte vi regneregler for deriva-
sjon av i) en sum av to funksjoner og ii) en funksjon
multiplisert med en konstant. Du kan bruke disse.
b) Finn kjernen ker D av linesertransformasjonen D.
Er ker D et endeligdimensjonalt vektorrom? I sa fall:
Finn en basis.

¢) Er D surjektiv?

Hint: Analysens fundamentalteorem.

Oppgaver til kapittel 9

1. Finn egenverdier og tilhgrende egenvektorer til
folgende matriser.

a) B ﬂ c) [8 é]

120 4 2 3
b) [2 1 0 d |[-1 1 -3
00 0 2 4 9

Hint for del d): Polynomdivisjon. Hvis ikke A = 1
fungerer, prov A = 2. Hvis ikke A = 2 fungerer, prov
A=3, ...

2.

a) Vis at matrisen

o

ikke har noen reelle egenverdier.

b) Gi en geometrisk forklaring pa del a).

3.

a) Finn vektorene som svarer til at

ool o

er blitt rotert med 6 radianer.

b) Utled formelen for 2 x 2-matrisen Ty som roterer
vektorer § radianer mot klokken ved multiplikasjon.
Hint: Hva skjer nar du ganger Ty med e; og es?

¢) For hvilke verdier av 6 har Ty en egenverdi? Gi
en geometrisk forklaring.

4.

a) Regn ut egenverdiene til

12 3 4
02 3 4
A= 00 -5 0
00 0 77

b) Finn egenrommene til de ulike egenverdiene.

c) Aeren 4 x 4-matrise. Er det alltid enkelt & finne
egenverdiene til en 4 x 4-matrise? Mer generelt, er det
alltid enkelt & finne egenverdiene til n X n-matriser?

5. La A veere fglgende matrise:

28 30 —-20 -2
6 40 —-10 —4
4 10 20 -6
2 20 =30 32

A:

a) Hvilke av vektorene

ol 11 T[31 T[11 T[21 I3 4
ol |2 12 lo|l [1| |2 3
ol |3 |2 o]’ [2] [1] ©® |2
ol |4 |1 ol [3] |2 1

er egenvektorer for A?

b) Finn alle egenverdiene til A, og de tilhgrende
egenrommene.

6. La A vaere en n x n-matrise slik at A2 = A. Hva
kan du da si om egenverdiene til A?

Hint: Prgv a finne noen forskjellige matriser A som
er slik at A2 = A. Kan du finne en slik matrise som
ikke har noen egenverdier? En som har én egenverdi?
To egenverdier? Flere enn to?

7. Vis at dersom en matrise har egenverdien 0, er den
ikke inverterbar.



