Lgsningsforslag gving 2

2.1.
a)
(14+2)?=1+2+2i+4i*>=1+4i —4
= -3 +4i
b)

(1+2i)% = (1 +2i)(1 4 20)? = (1 + 2i)(—3 + 4i)
=-3+4i—6i+8%=-3-2i—8

=—11-2i
c)
(1+20)" = ((1+20)*)%(1 + 26) = (=3 + 4i)*(—11 — 2i)
= (9 — 12 — 127 + 16i%)(—11 — 24)
= (=7 — 24d)(—11 — 24)
= 77 + 14i + 2647 + 48i* = 29 + 278i
d)
(1+24)(1 + 3i) = 1 + 3i + 2i + 6i°
= —5+5i
e)
(14 2i)(1 —2i) =1 — 2i + 2i — (2i)?
=1-2%%=5
f)
142 (1+2i)(1—34)
1+3i  (1+30)(1 - 3i)
1 —3i42i - 6i?
S 12432
T 71,
0 10 10
g)
5 5(—3 — 4i)
—3+4i (=3 +44)(—3 — 4i)
. —15—20i
(=324
_ 15200 3 4.
25 5 5

h)

240 5 (2+1)*  3+4
3—2i) C(3—-2i)2  5—12
(3 +44)(5 + 124)
(5 —124)(5 + 124)
—33 + 56i 33 55

T 524122 169 ' 169"

(

2.2. Husk at det finnes en oppskrift pa a finne n-
teroten til w:
1. Skriv w pa polar form w = re*®+27%) (alle heltall
k gir samme komplekse tall siden vinkelen ikke ser
forskjell dersom du plusser pa 2m).
2. Rottene er

rei Tk,

3. Det er egentlig bare n ulike komplekse tall her (na
plusser vi pa 27”, og ma derfor iterere k n ganger for a
komme rundt sirkelen). Jeg velger k =0,1,...,n—1
fordi det er vanlig (men du kan starte pa hvilken som
helst kg og velge ko, ko + 1, ko + 2, ... ko + (n — 1)):

Vret TR bk =0,1,...,n— 1.

Avmerking: Husk at polar form re®? forstas som det
komplekse tallet med lengde r og vinkel §. Dermed
kan tallene i punkt 3. enkelt skisséres i det komplekse
planet.

a) Den kjente og kjaere abc-formelen gir §(14+/194).
Disse tallene er pa kartesisk form og kan plottes som

(3, @) og (1, @) i det komplekse planet.

b) Her er w = 2i. Tallet 2i ligger pa den positive
delen av den imagingere aksen. Derfor er vinkelen 6 =
% + 2nk. Lengden er r = /02422 = 2. Innsatt i

formelen ovenfor:
3/ Xi 3/6 5T 3/5 9X;
V2e5, V2e7 0, /26750

c) Tallet 2 ligger pa den positive reelle aksen. Derfor
er vinkelen til 1 0+ 27k. Lengden er r = v/22 + 02 =

2. Innsatt 1 formelen ovenfor:
\75, \4/§e%i, \ﬁe”, \%637”.

d) Tallet 2+2i = 21/2¢%7 ligger pa linjen x = y i det
komplekse planet. Derfor skjgnner vi at vinkelen er
0 = T 4 27k. Lengden er r = /22 +22 = V8 =25,

Innsatt i1 formelen ovenfor:

Jeo

T 3 9w ; 3 177 ; 3 ; 3
e20", 21020, 210720 *, 21020 ¢, 210 ¢ 20

21
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2.3. Vi skriver hvert uttrykk pa kartesisk form:
a)

= (a+ib)* = (a+ib*)(a +ib)?

= (a® 4 2iab + i*b?)(a® + 2iab + i*b?)

= (a® — b* 4 2iab)?

= (a® — b*)? + 2(a® — b?)(2iab) + 4i*a*b?
= (a* — 6a%b% + b*) + 4i(a®b — ab®)

Dette betyr at vi har realdel a* — 6a2b? + b* og ima-

ginzerdel 4(a®b — ab®).

b)
11 1(a—ib)
z a+ib (a+ib)(a—ib)
_a—ib
a2 4 b2
__e . b
a2+ b2 a? + b?
Realdel:ﬁ.
Imaginzerdel: ﬁ.
c)
z—1 a+ib—1 1)+ b
z+1 a+ib+1 1)+ b

(a—
(a+
_ ((a—1)+ib)((a+1) —ib)
((a+1) +ib)((a+ 1) —ib)
~(a—1)(a+1) —ibla—1)+ibla+1) —i?b?

(a+1)2 4 b2
(a® +b% — 1) + 2ib
- (a+1)2 402
a?+bv* -1 . 2b
RS EEN R P
Realdel: %.
Imaginaerdel: %.
d)
1 1 1

22 (a+ib)2 (a2 — b2) + 2iab
B (a® — b%) — 2iab
~ ((a% — b2) + 2iab)((a? — b2) — 2iab)
a? —b? ) —2ab
T (@02 2ab)? (@@ = 12)2 + (2a0)2
a? —v? ) —2ab
T AT 220 ol 220 +

. a’—b>
Realdel: PE T
—2ab

Imaginaerdel: S5 5770

2.4. Husk at

2z =re" =r(cosf + isinb).

Realdel: 7 cos 6.
Imaginaerdel: rsin 6.

2.5. Husk at |2]2 = 2Z, 2t w = Z+ W og ZW =
zw (du kan alternativt lgse oppgaven ved & skrive

pa kartesisk form). Vi regner litt pa venstre side av
likheten vi gnsker & vise:

z+w)(z+w)+ (z—w)(z—w)
=(z+tw)(Z+w)+ (2 —w)(zZ—w)
= 2Z + 2W + wzZ + ww

lz+wf+ |z —w]® =

+ 2Z — 2w — wzZ + ww

= 227 + 2w = 2|z)* + 2|w|?

2.6.

a) Viharat (2—1)3 =23 -322+32—1slikat z =1
er en trippelrot.

Aletrnativt kan du gjette pa lgsningen z = 1 og der-
etter bruke polynomdivisjon og abc-formelen.

b)
Fra a) har vi at ligningen kan skrives pa formen

(z—1) =1 =,

Vi skal altsa finne z slik at z — 1 er en tredjerot
av 1. Metoden beskrevet i oppgave 2.3. viser at
tredjergttene til 1 er

2m an
es, e3 1.

Dermed har vi tre lgsninger for z — 1 som igjen gir
tre lgsninger for z:

27 47
z=14e3 143, 2.

Tredjergttene til 1 ligger uniformt fordelt pa sirekelen
sentrert i origo med radius 1, men er forskjgvet til a
ligge uniformt fordelt pa sirkelen sentrert i (1,0) med
radius 1.

2.7. Anta at w er en lgsning. Da vet vi at
W™ + ap_ 1w 4 .+ ajw 4 ag = 0.

Konjugering av hele ligningen gir

AnW" + Qp_ w1 4+ ...+ aqw +ag = 0.
Husk at z +w = Z + w, slik at:

W™ + @y w" L+ .+ @W + Go = 0.
Bruk at zw = zZw, og at @ = a for reelle tall:

A W™ + Ay 1w 4 ... + a1 + ag = 0.
Du skal vise at (w)™ = w™ pa innleveringen, slik at

A" + ap 10"+ ...+ a1 W+ ag = 0.
Dette betyr jo akkurat at w er en lgsning.

2.8. Ja: n punkt pa sirkelen med radius 1, som star-
ter med tallet 1, er uniformt fordelt. Prov & lage en
tegning som illustrerer dette!

Formell grunn: n-tergttene til 1 finner du ved a
skrive 1 = 27k, hvor k er et vﬂkarhg heltall, og der-
etter opphgye i ; Dvs. ¢'™» . Her er det kun n for-
skjellige rgtter. Disse beskrives vanligvis ved a velge
k=0,1,2,...,n—1. Men av og til —som for eksempel
na — er det lurt a velge andre k-er som fortsatt gir alle



lgsningene. Velg k mellom j:”Tfl eller % (avhengig
av om n er like eller odde). Na kan vi presentere alle
rgttene pa formen e 'w . Husk at e = e~i®; vi har
altsa presentert rgttene pa en slik mate at vi ser at
den konjugerte ogsa er en rot.

2.9. Vi gausseliminerer pa vanlig mate. Merk at det
er litt vanskeligere & dele komplekse tall (vi ma gange
nevner og teller med nevner konjugert).

a) Bytt rad en med rad to:
1 1 -1 1 7 1
1 ¢ 4 i 1 -1
Legg til rad en multiplisert med —: til rad to:
1 ¢ 4 1 ¢ 3
1 1 -1 0 2 0

Del rad to pa 2, legg til rad to multiplisert med —i
til rad en:

Lgsning: z =1, w = 0.
b) Bytt rad en med rad to:

1—7 1 1 1 1 1414
1 v 1414 1—-4 1 1 |

Legg til rad en multiplisert med —(1 — %) til rad to:

1—7 1 1 1 —1 1+
1 1 1414 0 -1—-7 =2

Del rad to pa —1 — i:

1 —i 1414 1 —i 144
0 —1—-4 =2 0 1 1—4
Legg til rad to multiplisert med ¢ til rad en:

1 i 144 [1 0 21+4)
01 1—4|7 0o 1 1—i

Lgsning: z =2+ 2i, w=1—1.
¢) Bytt rad en med rad to:

0 1 1 1 i 1 1 144
i 1 1 144 01 1 1
Del rad en med ¢:
i 1 1 1+ 1 —i —i 1—4
0 1 1 1 0 1 1 1
Dette betyr at vi har to ligninger:

z—w—iu=1—1
w+u=1
Vi har en fri variabel. Jeg velger u = ¢ som fri
variabel — men du ma gjerne velge z eller w. Merk at

frie variabler kan veere alle komplekse tall na fordi vi
jobber med komplekse tall. Vi far med en gang at

w=1-—1

som en funksjon av ¢ € C. Sett inn i fgrste ligning for
a finne z som en funksjon av t:

p—i(l—t)—it=1—1i

eller
z=1.

Vi parametriserer alle lgsningene:

u 1 0
v| = |1|+t|-1]|, teC.
w 0 1

Husk: Hvis du far en annen parametrisering, kan
du sjekke om i) du har akkurat en fri variabel, og ii)
at parametriseringen din tilfredstiller ligningen. Det
var et eksempel pa dette i forrige lgsningsforslag.



