Lgsningsforslag gving 3
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3.2. Husk at en vektorligning er det samme som et
system av lineaere ligninger; det er bare snakk om en
forskjell i notasjon.

a)

1 1 -1 0
z|2|4+y|-3[+2z|1|=]1
-1 1 2 4
b)
[1] [17] [—1] [0]
|2 +y|-3|+2z|1|=]1
4] |—1] |—1] 13
c)
1] (1] [—1]  [0]
2|2 +y|-3|+2z|1|=]1
4] | —1] | 2 ] 1]
d)
e+ 5]+ <[] -1
2 -3 1 1

3.3. For & lgse denne oppgaven kan det vaere lurt &
forst veere sikker pa at du vet hva ordene i oppga-
ven betyr. Hva betyr det at en vektor er en lineser-
kombinasjon av andre vektorer? En vektor v er en

linezerkombinasjon av vi,vs, ..., v, dersom det fin-
nes vekter/skalarer aq, as, ..., a, slik at

V=a1V]+avy+...4+a,Vy,.
Vi kan ogsa skrive denne likheten som
V—Qa1V]y —a2Vy — ... — anVy :O,
og se at vi har lgst ligningen
ToV + x1Vvy + x2Vve + ... + v, = 0;

o =120 = —a1,29 = —as,...,Tyn = —apy.

For a svare pa spgrsmalet om en spesifikk vektor v er
en lineserkombinasjon av vi,vs, ..., v, kan vi altsa
prove a finne en lgsning av

ToV + T1Vv1 + 22Vve + ...+ 2, Vv, = 0.

Men merk at vi ikke kan tillate hvilken som helst
Igsning. En lgsning med zg = 0 er ikke greit: vi ma
dele resultatet pa xg for a se at v er en lineserkombi-
nasjon av de andre.

Oppgaven spgr ikke om en spesifikk vektor er en li-
neaerkombinasjon av en samling vektorer. I oppga-
ven lurer vi pa om det finnes en vektor i en samling
av vektorer som er en lineserkombinasjon av de and-
re. Pass pa at du skjgnner at disse spgrsmalene er
forskjellige! Det store spgrsmalet er altsa: Hvordan
sjekker vi akkurat det oppgaven spgr om?

Hvorfor ikke sjekke om alle vektorene er en lineser-
kombinasjon av de andre samtidig? Vi kan jo prgve
a finne en lgsning av

ToV + x1Vv1 + 22Vve + ...+ 2, Vv, = 0.

med kravet at minst en z; # 0: I sa fall sa vi at
v; er en lineerkombinasjon av de andre (bare sett
Igsningen inn i ligningen, del pa x; og flytt de andre
vektorene over pa hgyre side av ligningen)!
Oppsummert: Vi trenger bare a sjekke om det finnes
en lgsning av

ToV +T1Vvi +2ove+ ...+ 2x,v, =0

med kravet at minst en x; # 0.

Merk: En slik Igsning kalles en ikke-triviell 1gsning,
og at en slik lgsning eksisterer er definisjonen pa at
V1, Va,...V, er linezert avhengige (som skal defineres
senere i kurset).

a) Vi setter opp vektorligningen

o) e 3] o i < 8



for a sjekke om det finnes ikke-trivielle lgsninger. Vi
radreduserer koeffisientmatrisen — ettersom det ikke
er ngdvendig a ta med hele totalmatrisen nar hgyre
side av ligningen er null — til dette ligningssystemet:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

[2 3 4]N[0 -1 —Q]N{O 1 2}
Vi far en fri variabel (ingen pivotelement i kolonne
nummer tre), og derfor kan vi finne en ikke-triviell
lgsning — vi har uendelig mange lgsninger, alle kan
ikke veere lik nullvektoren.
Merk: At vi kan finne en ikke-triviell lgsning er ekvi-

valent med at vi har en fri variabel. Nullvektoren er
alltid en lgsning pa

ToV+ vy +22ve + ...+ 2x,v, =0

Sa: Fri variabel gir uendelig mange lgsninger; null-
vektoren er bare en lgsning, og en er ikke uendelig,
sa vi ma ha andre lgsninger i tillegg til nullvektoren.
Hvis det ikke er en fri variabel har vi en unik lgsning
siden vi vet at nullvektoren er en lgsning.

b) Vi sjekker om

1 2 3
2 3 4
3 4 5
4 5 6
har en fri variabel. Radredusering gir matrisen
1 2 3
0 1 2
0 0 O
0 0 O

Vi har en fri variabel siden det ikke er et pivotelement
i kolonne nummer tre.

3.4. I denne oppgaven er vi gitt en samling vektorer
V1i,Va,...,V,, 0og vi skal finne en vektor b som ikke
er en lineserkombinasjon av disse. For a lgse en slik
oppgave ma vi forst forsta hva det vil si at en vektor
ikke er en linezerkombinasjon av en samling vektorer.
En vektor b er en lineerkombinasjon av
V1i,Va,...,Vy hvis vi kan lgse ligningen

b=zvi+zove+ ...+ 2,V

Men vi gnsker a finne en vektor b som ikke er en
lineserkombinasjon av disse vektorene; ikke er en
lgsning pa denne ligningen.
Dette problemet kan derfor lgses ved a sette opp lig-
by
ba

ningen for en generell vektor b = , og radredu-

bn
sere totalmatrisen [vi,va,...,v,b| for a finne ut av
hvilke valg av b1, bs, ..., b, som ikke lgser ligningen.
Slapp av: jeg skal gjgre alt dette eksplisitt i delopp-
gave a).
a
a) Vi skal finne en vektor b = |b| som ikke er en

c
lineserkombinasjon av

1 4
51,18
3| |4

Vi ma altsa velge a, b og ¢ slik at

1 4 a
T 5 + X2 18| = |b
-3 4 c

ikke har lgsning. Derfor radreduserer vi totalmatri-
sen:

1 4 a (1 4 a
5 18 b| ~ [0 —2 b-—5a
-3 4 c 10 16 c+3a
(1 4 a
~ [0 -2 b—5a
0 0 c+3a+8(b—5a)

Nederste rad er bare notasjon for ligningen
0x1 + 0z2 = ¢+ 3a + 8(b — 5a),

eller
c+8b—37a =0.

Hvis vi velger a, b og c slik at denne ligningen ikke
holder har ikke b en lineserkombinasjon av de to vek-
torene i oppgaven. Vi kan f. eks ta ¢ = 1, b = 1
1
oga=1(14+8-37+#0). Et svarerb= |1].
1
b) Viradreduserer totalmatrisen (na er det fire kom-
ponenter i b):

2 3 a

-1 -2 b—2a
-2 —4 c—3a
-3 —6 d-—4a

a
—b+ 2a
—c+ 3a
—d+ 4a

W N =
U W N
O UL W
QU O o9

OO O+ OO O K, OO0 O

a
—b+2a
—c+3a—2(—b+ 2a)
—d+4a — 3(—b+ 2a)

SN W= N

OO N W O kN W

0

Bade rad tre og rad fire er gode kandidater for &
lgse oppgaven. Jeg velger a se pa rad tre (fordi den
kommer fgrst), men du ma gjerne se pa rad fire, eller
finne et helt annet krav for at a, b, ¢ og d ikke lgser
ligningen. Rad tre er notasjon for

0z1 + O0xo + Oz3 = —c + 3a — 2(=b + 2a),

eller
—a+2b—c=0.
Vikan f. eks velge a = 1, b= -1, c=1logd =1
1
(=14+2(=1) —1#0). Et svar er b = _11
1

c¢) Akkurat samme fremgangsmate som i a) og b).
Husk at du kan sjekke om det endelige svaret ditt er
riktig: Klarer du a lgse

8 -7 0 a
-8 -7 3 b

= ?

T 4 + Z2 5 + x3 _g el
—6 6 —4 d



Hvis ja: du har gjort noe feil. Hvis nei: du har lgst
oppgaven.

-3

3.5. 1 deloppgavene skal vi sjekke om

-3
0
er en linesrkombinasjon av en samling vektorer
Vi,Vo,...v,. Til na har vi tenkt masse pa hva
en lineserkombinasjon er, og er derfor enige i at
spgrsmalet er om

r1V1 +Xove + ...+ 1V, =

har en lgsning. Som vanlig radreduserer vi totalma-
trisen til systemet for & svare pa dette spersmalet.

a) Dette er umulig siden vektorene i 4. a) er i R?
-3

g | _g er i R%.

0
b) Vi prover a lgse

T + x9 + x3

2 3

3 4 -7
4 50

5 6

=W N =

Hvis du radreduser totalmatrisen kan du f. eks ende
opp med:

1 2 3 -3 1 23 -3
2 3 4 -7 012 1
345 -37]o0 o0 -8
45 6 0 00 0 —16

Siden —8 # 0 — og —16 # 0 — har vi ingen lgsning.
Svaret er nei.

Alternativ lgsning: Du satt opp et krav for a garante-
re at en vektor ikke er en lineserkombinasjon av disse
vektorene i oppgave 4. Kravet jeg fant:

—a+2b—c#0.

Hvis vi setter inn de tre fgrste komponentene til
-3
-3
0

betyr ogsa at svaret er nei.

ser vi at —(—3) + 2(—7) — (—3) # 0. Dette

c) Akkurat samme fremgangsmate som i b): Svaret
er ja.

-3 8
3.6. Planet som inneholder |—7| og | —8]| er akku-
-3 —4

rat det linesere spennet deres. Altsa, alle vektorer pa
formen
-3 8
a|=7|+b|-8
-3 —4

Alle valg av a og b er riktig. Du kan f. eks ta a = 1
5
—15
-7

og b=1 for a se at ligger i planet deres.

3.7. Vi skal sjekke om to komplekse vektorer u og v
er linesert avhengige. Hva betyr dette? Oppgaven sier
at dette betyr at det finnes et komplekst tall a slik
at u = av. Vi ma altsa lgse ligningen u = zv, hvor z
er et ukjent komplekst tall, i hver deloppgave.
Introduksjonen til lgsningen pa oppgave 3.3. viser at
vi alternativt kan sjekke om det finnes en ikke-triviell
kompleks lgsning pa

ziu+ z9v =10,

bare del ligningen pa z;. Dette er kun mulig hvis vi
har en fri variabel (nullvektoren er alltid en lgsning).
Vi kan derfor lgse oppgaven med a radredusere
[ v].
Merk: diskusjonen ovenfor gir i alle fall to frem-
gangsmater for a lgse oppgaven. Begge vil bli illust-
rert.

. 1414 -1+
a) Naeru= L_i] ogv = [ 14

144 _ . 1414  |z(—-1+1)

1—d| 1+4 | | 2(1+19)
har lgsning. Denne vektorligningen er ekvivalent med
ligningsystemet

} . Vi skal sjekke

1+i=2z(—-141)

1—i=z(1+19).

Isa fall‘ ma béde z= f;ﬁzl og z = }—jrz Vi ma sjekke
om _lf'_iz = i—;z Regn ut:

144 (1+d)(-1—i) —1—i—i—i® —2
—1+4+i (=1+4i)(-1-4) 2 2
1—i (1—-di)(1—i) 1—-i—i+i® —2i

== = = — = —1
1+¢ (Q+91—19) 2 2
Vi fant en lgsning z = —i. Vektorene er linesert av-
hengige.
b) Vi radreduserer [u V] med u = Lt og Vv =
241

57
[1+i

1—i I A —i
241 2—i 2+i 2—id|  |24i 2—i

h B 2—z‘—<52+z'><—z'>] = [5 144

Det er ingen frie variabler. Vektorene er ikke linegert
avhengige.

c) Du kan bruke din favorittmetode for a se at vek-
torene er linesert avhengige.
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