Lgsningsforslag gving 12

13.1. I dette kurset ser vi pa to tilfeller; enten hvor
vi har to reelle men ulike egenverdier Ay # Ao, eller
hvor vi har to komplekse egenverdier A\ = o« £ fi.
I reelle tilfellet far vi en lgsning pa formen y(t) =
c1eMt+cpe??? mens i det komplekse tilfellet far vi en
lgsning pa formen y(t) = e**( en linesrkombinasjon
av cos(St) og sin(St) ).

I det reelle tilfellet er det tre ulike situasjoner. Der-
som A > 0 sa vil lgsningene til systemet ligge langs
den tilhgrende egenvektoren, men begeve seg bort fra
origo. Dersom A = 0 sa vil lgsningene til systemet
ligge i ro pa den tilhgrende egenvektoren. Dersom
A < 0 sa vil lgsningene til systemet ligge langs den
tilhgrende egenvektoren, men begeve seg mot origo.

Anta forst at vi har Ay > Mo > 0. Da far vi
lgsninger som ligger langs de tilhgrende egenvekto-
rene v, og vs, men for store verdier av ¢ sa vil vy
dominere. Derfor far vi en ustabil likevektslgsning ut
i fra origo med hovedvekt i samme retning som vj.
Se figur i eksempel 13.27 i notatene for et generelt
eksempel. For Ay < Ay < 0 far vi noe tilsvarende,
men denne gangen far vi en ustabil likevektslgsning
mot origo med hovedvekt i samme retning som vj.
Dersom vi har A\; < 0 < A9 sa vil v; dominere nar
—inf <t < 0 og vy dominere nar 0 < t < inf. Dette
gjor at vi far en sadel om origo. Se figur i eksempel
13.19 i notatene. Alt dette skjer fordi (generelt) et
er det dominerende ledded i Igsningen.

I det komplekse tilfellet vil e* leddet sgrge for ska-
lering, mens cos(f8t) og sin(ft) serge for rotasjon.
Folgelig far vi for o« = 0 et sirkuleert fasediagram,
for a > 0 far vi en spiral ut ifra origo og for o < 0 far
vi en spiral inn mot origo. Se figur i eksempel 13.28
i notatene for spiraler som er sirkuleere og utgaende
fra origo, og se figur i eksempel 13.25 i notatene for
sirkuleere baner om origo. For a finne orienteringen
til spiralene eller sirkelene sa kan vi for eksempel be-

1 . .
regne A [O] (for matrisen A som representerer dif-
ferentialligningen) og se hvilken vei resultatet gar.
Dette blir da orienteringen til fasediagrammet.

a) FEgenverdiene er 3 og —1, derfor far vi en sadel
om origo. Se figur i eksempel 13.19 i notatene.

b) Egenverdiene er —1 +iv/2 og —1 —i\/§7 derfor far
vi spiraler som er sirkulzere og inngaende mot origo.
Se figur i eksempel 13.28 i notatene. Vi har at

A=l Skl

Da folger det at spiralen gar mot klokka.

c) Egenverdiene er 1+ V2 og1l— V2, derfor far vi en
sadel om origo. Se figur i eksempel 13.19 i notatene.

d) Egenverdiene er —1 + 2i og —1 — 2i, derfor far vi
spiraler som er sirkulaere og inngaende mot origo. Se
figur i eksempel 13.28 i notatene. Vi har at

=155l

Da fglger det at spiralen gar med klokka.

13.2.
a) Egenverdier \y = 4,\y = 3, A3 = 2. Da far vi
7 3 2
egenvektorene |—2|, |—1|, |0]|. Dette gir oss den
3 1 1
generelle lgsningen:
7 3 2
y(t)=ci |=2] e +eo | —1| e 43 |0] e
3 1 1

b) Egenverdier Ay = —2,\y = —1,A\3 = 1. Da far

-1 —6 —4
vi egenvektorene | 0 |, | 1 |, | 1 |. Dette gir oss
1 ) 4
den generelle lgsningen:
—1 —6 —4
yt)=ci |0 | e+ | 1 |et+ez|1]e

13.3.
a) Vi har fra tidligere at

7 3 2
y(t)=c1 | 2] e +co |—1| 3 4¢3 |0] e
3 1 1

Gitt initialverdiene sa far vi systemet

7 3 2 1
y(O) =C -2 —+ Co —1 —+ C3 0] = (0
3 1 1 0

Dette kan skrives opp som et vanlig ligningssystem
Ax = b hvor systemets egenvektorer utgjor kolonne-
ne i A, de ukjente konstantene ¢y, cq, c3 utgjer den
ukjente vektoren x og b = y(0). Et slikt system
vet vi hvordan vi lgser, og svaret er ¢y = 5/4,¢9 =
~1/6,c5 = 5/12.

b) Vi har fra tidligere at

-1 —6 —4
y®)=c1 |0 | e+ | 1

1 5) 4



Gitt initialverdiene sa far vi systemet
—1 —6 —4 1
yO =c1 |0 | +e| 1| 4+es| 1] =]-1
1 ) 4 1

Vi gjor tilsvarende som i forrige oppgave, og svaret
er cg = —25/2,¢0 = 3,c3 = 21/2.

13.4. Gjor tilsvarende som i eksempel 13.19; tegn
kurver i samme retning som pilene i figuren. I dette
tilfellet gar de inn mot origo.
14.1. La v=y'
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14.2.

a) Vi setter opp systemet pa samme mate som i

forrige oppgave:
0 1) |yl |y '
2 1| |v|  |v|

Denne matrisen gir oss egenverdier \; = 2 og Ay =
—1. Det folger at den generelle lgsningen er y(t) =
16t + cqet.

b) Vi setter opp systemet pa samme mate som i

forrige oppgave:
0 1|yl |y '
-1 0| [v|  |ou|

Denne matrisen gir oss egenverdier Ay = ¢ og Ao =
—i. Det folger at den generelle lgsningen er y(t) =
¢y cos(t) + easin(t). (Se teorem 13.24 og eksempel
13.25 i notatene.)

14.3.

a) Fra forrige oppgave har vi den generelle lgsningen
y(t) = c1e?' +coet. Dette gir oss at y(0) = ¢y +co =
0, og dermed at ¢; = —co. Vi deriverer den generelle
lgsningen og far at y/(t) = 2c1e?’ — coe!. Dette gir
oss at 3¥'(0) = 2¢; — c2 = 1. Vi kombinerer de to
resultatene og far at 2c; + ¢; = 1 som igjen gir oss
at ¢ = 1/3. Da fplger det ogsa at ca = —1/3. Den
endelige lgsningen er y(t) = 1(e?' —e™").

b) Fra forrige oppgave har vi den generelle lgsningen
y(t) = ¢1 cos(t) + cosin(t). Dette gir oss at y(7/2) =
co = 1. Vi deriverer den generelle lgsningen og far
at y'(t) = —c1sin(t) + cocos(t). Dette gir oss at
y'(m/2) = —c; = 0. Vi kombinerer de to resultate-
ne og far at den endelige lgsningen er y = sin(t).

14.4.

a) Fra tidligere oppgave har vi den generelle
lgsningen y(t) = ¢ycos(t) + cosin(t). Vi bruker
cosinus-setningen

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B),

og far at:
cos(t + 2) = cos(t) cos(2) — sin(t) sin(2).

Vi ser at denne lgsningen er pa riktig form, og kon-
kluderer at cos(t + 2) ligger i lgsningsrommet.

b) Fra forrige deloppgave fikk vi at
cos(t + 2) = cos(t) cos(2) — sin(¢) sin(2).
Dersom vi setter ¢; = cos(2) og ¢ = —sin(2), sa far

vi koordinatene til cos(¢ 4+ 2) med hensyn pa basisen
til lgsningsrommet.



