Kapittel 14

Andre ordens lineare differensiallikninger

I dette kapitlet skal vi bruke det vi har lsert om sys-
temer av differensiallikningssystemer til & lgse andre
ordens differensiallikninger. I M1 har du lgst to ty-
per differensiallikninger. Den ene er den fgrste ordens
lineaere likningen

Y+ f(t)y =g(t)

og den andre er den separable likningen

y' = f(y)g(t).

I dette kapitlet skal vi behandle lineaere andreordens
differensiallikninger med konstante koeffisienter:

Y+ a1y’ + aoy = f(2)

Det er vanlig & kreve at y € C2, altsd at y har to kon-
tinuerlige deriverte. P4 denne maten kan man sikre
at likningen faktisk gir mening. Det finnes mange si-
tuasjoner der dette kravet kan slakkes noe, men det
er pensum i M4.

Hvor kommer andre ordens differensiallik-
ninger fra?

En kloss sklir friksjonsfritt pa underlaget, og er festet
til veggen med en fjaer. Hookes fjeerlov sier at
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F(y) = 7kya

der y er hvor langt fjeeren er strukket eller kompri-
mert, k er en konstant som avhenger av fjeerens stiv-
het, og F'(y) er kraften fra fjeeren pa klossen. Dersom
y(t) er klossens posisjon, er klossens akselerasjon gitt
ved 3"’ (t), og Newtons andre lov blir

—ky =my",

der m er klossens masse. Dette er en differensiallik-
ning. Vi skriver vanligvis

my” + ky = 0.

Vi kan komplisere det litt til. La oss innfgre luft-
motstand. Luftmotstand avhenger kvadratisk av far-
ten:

F(y') =by")%
der b er en proporsjonalitetskonstant som sier noe om
luftmotstanden. Den totale kraften blir

F(y,y') = —ky +b(y)?,
slik at Newtons andre lov gir
my" —b(y')* + ky = 0.

Denne likningen har et problematisk ledd, b(y’)2.
Men vi kan gjgre en forenkling. Dersom klossen ligger
i en tyktflytende vaeske, blir motstanden proporsjo-
nal med farten istedet for kvadratet av farten, og vi
far likningen

my" —cy' +ky =0,

som er mye enklere a lgse.
Na skal vi komplisere det enda litt. La klossen hen-
ge fra taket. I tillegg til fjeerkraften og luftmotstan-

den, vil na ogsa gravitasjonen pavirke bevegelsen.
Gravitasjonskraften er en konstant kraft mg nedover.
Den totale kraften er

F(y,y') = —ky + by’ —mg,
og Newtons andre lov gir differensiallikningen

my” — by’ + ky = mg.



Noen smating

Vi skal behandle andre ordens differensiallikninger
med konstante koeffisienter:

azy” (t) + a1y (t) + aoy(t) = f(t)

Det er vanlig a sette ag = 1, for a forenkle analysen.
Vi slipper a ha med as i alle formler og utledninger,
og Vi slipper a luke ut ag = 0 hver gang vi skal sette
opp et teorem. Dersom ao skulle slumpe til a veere
noe annet enn 1, kan du dele den ut av likningen for
du setter igang.

Det er tradisjonelt og praktisk & sortere likninger
i to kategorier, de homogene:

y" () + a1y’ (t) + agy(t) = 0

og de inhomogene:

y'(t) + a1y’ (t) + aoy(t) = f(2)

Lgsningsteknikk for homogene likninger

Vi kaller gjerne lgsningen av
y"(t) + a1y (t) + aoy(t) = 0

for yp, der h-en star for homogen. Det fgrste man
kan merke seg, er at vi har allerede laert a lgse denne
typen likning i forrige kapittel. Dersom vi innfgrer
de nye variablene v; = y og vs = ¥/, kan likningen
skrives om til systemet
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Vi vet derfor at vi kan forvente to linesert uavhengige
lgsninger. Det karakteristiske polynomet til matrisen
er:

)\2 —+ a1>\ + ag.

Egenvektoren til A er:

=1

Den  karakteristiske likningen kjenner du
forhapentligvis igjen fra gymnaset, der du laer-
te a lgse disse likningene. Den gang sa de noe
sant som at alle lgsninger var pa formen CeM eller
Acost + Bsint, og sa satte de dette uttrykket inn i
differensiallikningen for a utlede den karakteristiske
likningen.

Vi kan bruke analysen fra forrige oppgave til a liste
opp lgsningen til den homogene likningen for forskjel-
lige typer egenverdier. Merk at vi er i utgangspunktet
kun interessert i v1, og derfor ikke har bruk for egen-
vektorene nar vi skal skrive opp homogene lgsninger.

Dersom A1 # Ay er reelle, kan vi plukke ut
fgrstekomponenten av den generelle lgsningen av sys-
temet, og fa

yn(t) = creMt 4+ cqe2t.

Dersom \ = « + (i, er det ikke sa vanskelig a vi at
vi far

yn(t) = die® cos Bt + doe®" sin Bt.

Eksempel 14.1. Lgsningen til

"

y —y=0

er
y(t) = cre’ + coe™ . A

Eksempel 14.2. Lgsningen til
y'+y=0

er
y(t) = ¢1 cost + cosint. A

Dersom a? = 4ay, slik at likningen

AN+ ad+ag=0
kun har en lgsning, er vi i det ikkediagonaliserba-
re tilfellet fra forrige kapittel. Her kan det brukes et
triks.
Eksempel 14.3. Vi ser pa likningen

y' +2y +y=0.
Den karakteristiske likningen er

M +2X0+1=0
som kun har lgsningen A = —1. Merk na at

(yet)” = (' +2y +y)=0.

Dersom vi integrerer denne likningen to ganger og
ganger med e~¢, far vi

y=ce '(c1t +co). A

Lgsningsteknikk for inhomogene likninger
Tilsvarende kalles vi lgsningen til
y"(t) + ary/ (t) + aoy(t) = f(t)

for y,, der p star for partikuleer. La yp, = y1 + 2, der
41 0g Yo er to linezert uavhengige homogene lgsninger.
Det kan vises at partikuleerlgsningen kan skrives

Det er ikke ngdvendig med noen integrasjonskon-
stant, da denne bare vi legge til homogene lgsninger

1yp.
Eksempel 14.4. Den homogene lgsningen til

y// —y = e2t

er

t

yn(t) = cre’ + cae™ = iy (t) + crya(),



slik at

og

1
Y=Yn+Yp 201€t+02€_t+§62t. A

Eksempel 14.5. Den homogene lgsningen til

Yy —y=e
er
yn(t) = cre’ + coe™?,
slik at
t,t
- e'e
w(t)=e /fdt
—t,t
‘ e ‘e _ 1 :
e [ g = 50D
og

y=61et+026‘t+%(t— 1)e'. A
Eksempel 14.6. Den homogene lgsningen til
y" +y =sint
er
yr(t) = 1 cost + cosint,
slik at

tsint
Yp(t) :sint/icoS Slr,l 5
cos2t +sin“t

sin? ¢
—cost | ——————dt
cos?t +sin“ t

:sint/costsint dtchSt/SiIth dt

= —71 int 2t — t 7t — 71 in 2¢
= 1
sint cos cos sin

= ——tcost —sint.
5t cost —sin

Merk at den homogene lgsningen y; = sinx dukket
opp i prosessen. Dette skjer av og til, men gjor in-
genting. Vi har

. 1
y:clcostJchsmtfitcost. A

Med litt trening vil du merke at du ikke alltid tren-
ger & bruke den store formelen for a finne den par-
tikuleere lgsningen. Med litt erfaring kan man gjette
hva den er. En grundig diskusjon av dette er imidler-
tid kjedelig og langdryg, og det krever mye trening
a se hva lgsningen er i noen tilfeller. I andre tilfeller
gar det ikke an a gjette pa partikuleerlgsningen, og
ogsa disse tilfellene krever mye erfaring a se med det
blotte gye.

Eksempel 14.7. Det trengs ikke saerlig rutine for a
se at den inhomogene lgsningen til

y'+2y=1

ma apenbart veere en konstant funksjon f(z) = K.
Innsetting gir
0+2K =1,

slik at K = 1/2. A

Eksempel 14.8. Det trengs heller ikke szerlig rutine
for & se at den inhomogene lgsningen til

y//+y:6t

er Ket. Innsetting gir K pa samme mate som i forri-
ge eksempel. Det trengs derimot endel erfaring for a
gjette at partikuleserlgsningen til

y" +y =sint

er pa formen Ktcost. Dette er fordi sint er en ho-
mogen lgsning. VAN

Initialverdiproblem

Til slutt kan vi registrere at den generelle lgsningen
til
azy” (t) + ary'(t) + aoy(t) = £(t)
er
y(t) = yn(t) + yp(t).

Merk at det finnes to ubestemte koeffisienter i yp,
sa et initialverdiproblem trenger to betingelser - den
vanligste formen er

y(to) = a, y'(to) = 0.
Eksempel 14.9. Lgsningen til initialverdiproblemet

y// —y= o2t

med betingelser

er
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