Kapittel 6

Determinanter

Den viktigste egenskapen ved en kvadratisk matrise,
er hvorvidt den er inverterbar eller ikke. Vi skal se
at determinanten, til matrisen, som vi sa vidt nevn-
te 1 kapittel 3, bestemmer (...determinerer...) dette.
Vi skal ogsa se at determinanten har en geometrisk
betydning i R? og R3.

Vi har to forskjellige notasjoner for determinanter.
Hvis

a1 @12 st Qln

a1 Qg2 - Q2p
A =

an1 an2 o Opn

er en n X n-matrise, sa skriver vi enten

aix  aiz - Qip

az1 Qa2 - A2p
det A eller

an1 an2 A )

for determinanten til A.

Determinanter for 2 x 2-matriser

For en 2 x 2-matrise

a b
a=le
er determinanten definert ved:
det A =" = ad—be
c d

Determinanten har en fin geometrisk tolkning. Vi ser
pa de to kolonnene i A som vektorer i R?, tegner
dem som piler i planet, og lager et parallellogram med
disse som to av sidene. Dette paralellogrammet kan vi
kalle parallellogrammet utspent av de to vektorene.

Parallellogrammet utspent av kolonnene i A

La oss beregne arealet av dette parallellogrammet.
Vi tegner pa noen hjelpelinjer:

c+d

d

T

b a a+b

Parallellogramarealberegningshjelpefigur

Vi kan finne arealet av parallellogrammet ved a starte
med arealet av det store rektangelet, som er

(@ +b)(c+d),

og trekke fra arealene av de to sma rektanglene og de
fire trekantene som omgir parallellogrammet. Vi ser
at hvert av de sma rektanglene har areal bc, at de to
trekantene gverst og nederst til sammen har areal ac,
og at trekantene til venstre og hgyre til sammen har
areal bd. Det betyr at arealet av parallellogrammet
er:

(a+b)(c+d) —2bc—ac—bd
= ac+ ad + bc + bd — 2bc — ac — bd
=ad — bc
=det A

Vi kommer altsa frem til at arealet av parallellogram-
met utspent av kolonnene i A er lik determinanten
til A. Denne utregningen var imidlertid litt avhen-
gig av hvordan disse to kolonnevektorene er plassert
i forhold til hverandre i planet. Hvis vi hadde byttet
plass pa kolonnene, sa ville vi isteden fatt bc—ad som
areal. Da ville altsa determinanten veert negativ.

Det som holder i alle tilfeller, er at arealet av pa-
rallellogrammet utspent av kolonnene i A er lik ab-
soluttverdien til determinanten:

| det A

Sa determinanten gir oss arealet til et parallello-
gram. Men hva forteller det oss om matrisen A?

Vi kan tenke pa A som en transformasjon av planet
der hver vektor v i R? sendes til vektoren Av. Deter-
minanten sier noe om hvordan planet endres under
denne transformasjonen.



ool

veere de to enhetsvektorene i R?, og se pa kvadratet
utspent av disse:

€3

1

Enhetskvadratet

Na vil vi se pa hva som skjer med dette kvadratet
dersom vi sender hvert punkt v i R? til Av, der

A= [al ag]

er en 2 X 2-matrise med a; og as som kolonner. Da
sendes vektoren e; til a;, og vektoren ey sendes til as.
Alle vektorene som ligger inni enhetskvadratet i for-
rige figur sendes til vektorer som ligger inni parallel-
logrammet utspent av a; og as.

Vi skisserer noen forskjellige muligheter, for for-
skjellige valg av matrisen A:

ag
a
aj
detA < 0 —detA
ag
detA=0 ay
aj
detA=0 a,

aj

I den fgrste figuren har vi en matrise med posi-
tiv determinant. Da gjgr transformasjonen v — Av
at enhetskvadratet skaleres til et parallellogram med
areal det A. Hvis det A > 1 betyr dette at planet
<blases opp>; hvis 0 < det A < 1 betyr det at planet
<krympes sammen:.

I den andre figuren har vi en matrise med nega-
tiv determinant. Da er situasjonen helt lik som i den

forste figuren, bortsett fra at det er (—det A) som
er arealet. Da far vi at med det A < —1 blir pla-
net <blast opp>, og med —1 < det A < 0 blir det
<krympet sammen:.

I den tredje og den fjerde figuren har vi situasjoner
der determinanten er 0. Det vil si at parallellogram-
met utspent av kolonnene i A har areal 0. Det blir
altsa ikke et virkelig parallellogram i disse tilfellene;
det har kollapset til et <degenerert> parallellogram
som er bare en linje. Pa samme mate vil transforma-
sjonen v — Av i disse tilfellene kollapse hele planet
ned til linjen utspent av a; og as.

Eksempel 6.1. Vi kan ogsa beregne determinanten
til en kompleks matrise:

1—1 3

det{ i 142

] =(1-9(1+2)—3
=3-2

Men tallet vi far ut har ingen enkel geometrisk tolk-

ning. A

Determinanter for 3 x 3-matriser

For en 3 x 3-matrise

a1 G122 a3 aj
A= laa azx ax| = |a
as; agz ass3 as

kan vi tegne opp radene i A som piler i R?, og lage
et parallellepiped med disse pilene som tre av sidene.
Dette kaller vi for parallellepipedet utspent av vek-
torene. Determinanten er:

air a2 as
det A = a21 Qa22 4923
aszr asz2 ass

—ay; a2  a23 — a1y az1 @23 T a3 az1 Q22
azz as3 asy  as3 azy  asz
= a; -az X ag = ||a1]|||az||||as|| sin @ cos O

Her er a er vinkelen mellom as og agz, og 6 er vinkelen
mellom a; og normalen til planet utspent av as og as.
Volumet av parallellepipedet utspent av kolonnene
i A er lik absoluttverdien av determinanten til A.

For to kapitler siden sa vi at det var sgylene i A
som utspente et parallellepiped. Det er ikke det sam-
me parallellepipedet som radene spenner ut, men det
har samme volum, og samme determinant. Om man
baserer seg pa rader eller sgyler, er altsa av ingen
betydning.

Parallellepipedvolumberegningshjelpefigur




Den generelle definisjonen
Vi definerer determinanten til en vilkarlig stor kvad-

ratisk matrise etter samme mgnster som determinan-
ten til en 3 x 3-matrise.

Definisjon. La

aix aiz - Qin

21 Q22 - A2p
A =

an1 an2 R )

veere en n X n-matrise. Determinanten til A, som har
notasjonen det A, defineres pa folgende mate.

1. Hvisn =1, sd har vi at A = [an], og da defi-
nerer vi at det A = aq1.

2. Hvis n > 1, innfgrer vi fgrst noen hjelpevariab-
ler. For hver i og j fra 1 til n setter vi A;; til
a veere (n — 1) x (n — 1)-matrisen vi far ved &
fjerne rad i og kolonne j fra A, og vi setter

Ci‘ = (—1)i+j det Aij

til & veere determinanten til denne matrisen, med
et fortegn som avhenger av i og j. Determinan-
ten til A defineres ved:

detAzZalelj A

j=1

Tallene C;; i definisjonen kalles kofaktorer av A.

Det er ikke vanskelig & se at hvis vi setter inn en
2 x 2-matrise eller en 3 x 3-matrise i denne generel-
le definisjonen, sa far vi bare de vanlige reglene for
determinanter av 2 X 2- og 3 X 3-matriser.

For & fa litt erfaring med a bruke definisjonen pa
stgrre matriser regner vi ut determinanten av en 4 x4-
matrise.

Eksempel 6.2. La A vere folgende 4 x 4-matrise:

3 0 2 4
1 2 10
A_2010
70 5 3

Vi regner ut determinanten til A. Fra definisjonen far
vi:

2 10 1 10
detA=310 1 0/—-02 1 0
0 5 3 7T 5 3

1 2 0 1 2 1

+212 0 0]—4{2 0 1

7T 0 3 7 0 5

Vi regner ut hver av 3 x 3-determinantene som trengs
(merk at vi ikke trenger & regne ut den andre, for den

skal uansett ganges med 0):

2

=)

1
10 0 0 0 1
0 1 0]=2 -1 +0 =6
0 5 3 5 3 0 3 0 5
1 20
0 0 2 0 2 0
2 0 0=1 -2 +0 =—12
70 3 0 3 73 7 0
1 21
0 1 2 1 2 0
2 0 1|=1 -2 +1 =—6
70 5 0 5 7 5 7 0

Ved a sette inn disse i uttrykket for det A far vi:
det A=3-6—-0+2-(-12)—4-(-6)=18
Vi har altsa regnet ut at det A = 18. VAN

Ved hjelp av definisjonen kan vi regne ut determi-
nanten til en hvilken som helst kvadratisk matrise,
men det kan bli veldig mye jobb. I eksempelet sa vi
at determinanten til en 4 x 4-matrise er definert ut
fra determinantene til fire 3 x 3-matriser, og hver av
disse er igjen definert ut fra determinantene til tre
2 x 2-matriser. Hvis vi gar til stgrre matriser, blir
arbeidsmengden fort enormt stor.

I lgpet av dette kapitlet skal vi se pa noen lure
teknikker for a regne ut determinanter pa mindre ar-
beidskrevende mater.

Kofaktorekspansjon

I definisjonen av determinanten gar vi gjennom fgrste
rad i matrisen, og ser pa tallene

a11, @12, .., Qin-

Hvert tall a;; ganges med den tilhgrende kofakto-
ren C';, og til slutt summerer vi alle disse produkte-
ne.

Det er imidlertid ikke ngdvendig & ga langs forste
rad nar vi gjgr dette. Det fungerer like bra a ga langs
en annen rad og folge det samme systemet, og resul-
tatet blir det samme. Det gar dessuten an a ga langs
en hvilken som helst kolonne med samme system. Vi
oppsummerer dette i fglgende teorem.

Teorem 6.3. La A vere en nXn-matrise, dern > 1,
og la Aij og Cij vere som i definisjonen av determi-
nant. Da har vi

det A = i: arjCrj = Zn:ailcil
i=1

j=1
forallek ogl slikat1 <k<nogl<Il<n.

A regne ut determinanten ved & beregne en sum
av tall fra matrisen ganget med kofaktorer slik som i
teoremet kalles kofaktorekspansjon. Vi sier at vi gjor
kofaktorekspansjon langs rad k eller langs kolonne .

La oss na regne ut den samme determinanten som
i eksempel [6.2] men pa en lurere mate.

Eksempel 6.4. Vi lar igjen A veere denne 4 x 4-
matrisen:

EN I OISV
o oo
Ol = = N
w OO



Vi kan observere at den andre kolonnen inneholder
nesten bare nuller, sa det er lurt a gjore kofaktor-
ekspansjon langs den. Da far vi:

1 10 3 2 4
detA=-02 1 0/+212 1 O
7 5 3 7 5 3

Vi fikk samme resultat som i eksempel [6.2} men med
mindre arbeid, siden vi bare trengte & regne ut én
3 X 3-determinant. A

Vi ma passe pa at vi far fortegnene i kofaktore-
ne riktig. Nar vi gjor kofaktorekspansjon langs fgrste
rad (slik som i definisjonen) eller langs fgrste kolon-
ne, starter vi alltid med positivt fortegn i det forste
leddet. Men nar vi ekspanderer langs en annen rad
eller kolonne, kan det hende vi ma starte med neg-
ativt fortegn. Det kan veere nyttig a bruke fglgende
diagram som en huskeregel for hvilket fortegn vi skal
ha i de forskjellige kofaktorene:

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

Determinanter og radoperasjoner

Hvis vi utfgrer en radoperasjon pa en matrise, sa far
vi en ny matrise. Den matrisen har ikke ngdvendigvis
samme determinant som den opprinnelige, men det
viser seg at determinanten endrer seg pa ganske kon-
trollerte mater nar vi utfgrer radoperasjoner. Dette
kan vi utnytte for & spare oss for en del arbeid nar vi
skal regne ut determinanter, spesielt hvis vi har store
matriser.

Teorem 6.5. La A vere en n X n-matrise, og la B
veere en matrise vi far ved a utfore en radoperasjon
pa A. Da har vi folgende sammenheng mellom deter-
minantene til A og B, basert pa hvilken type radope-
rasjon vi utforte:

Radoperasjon Resultat

Gange en rad med et tall k. det B=Fk - det A
Legge til et multiplum
av én rad i en annen
Bytte om to rader

det B=det A
det B=—detA

La oss bruke dette teoremet til & beregne en deter-
minant.

Eksempel 6.6. Vi regner ut det A, der

3 3 12
A=12 2 13
4 2 19

Vi far:

3 3 12 1 1 4

detA=12 2 13|=3-12 2 13

4 2 19 4 2 19
1 1 4 1 1 4
=30 0 5/=-3-]0 =2 3
0o -2 3 0 0 5

:_3.1._2 3’

s
=-3-1-(-2)-5=30

Her startet vi med a gjore radoperasjoner pa matri-
sen, samtidig som vi holdt styr pa hvordan determi-
nanten endret seg.

Forst ganget vi gverste rad med 1/3. Det medforte
at determinanten til den nye matrisen ble 1/3 ganger
determinanten til A, sa vi matte gange den med 3
for at tallene skal bli like. En hendig mate & huske
hvordan dette fungerer er & tenke pa det som a sette
et tall utenfor parentes. P4 samme mate som vi kan
trekke ut et 3-tall fra en parentes og fa

(3+3+12)=3-(1+1+12),

kan vi trekke ut et 3-tall fra en rad i en determinant.

Etterpa trakk vi fra multipler av forste rad i de
to andre radene, men det medfgrte ingen endring av
determinanten.

Sa byttet vi de to nederste radene, og det gjorde
at determinanten skifter fortegn.

Til slutt gjorde vi kofaktorekspansjon langs den
forste kolonnen. Siden vi ved & utfgre radoperasjoner
hadde sgrget for a fa bare nuller under diagonalen,
ble kofaktorekspansjonen enkel og grei. A

Trianguleere matriser

Vi sier at en n x n-matrise er guvre trianguler hvis
alle tall under diagonalen er 0, altsa hvis den er pa
fglgende form:

ail a2 ais A1n
0 a2 asz -+ ag,
0 0 ass e asgn
0 0 0 cer Apn

Tilsvarende sier vi at en n X n-matrise er nedre tri-
anguler hvis alle tall over diagonalen er 0, altsa hvis
den er pa fglgende form:

ail 0 0 e 0
a1 a22 0 s 0
azgy az2 agz - 0
Gpl  QAp2 (Gp3 ctt Qpn

Eksempel 6.7. I eksempel brukte vi radopera-
sjoner til & skrive om matrisen var til folgende:

1 1 4
0 -2 3
0 0 5

Denne matrisen er gvre triangulaer. VAN



Hvis vi skal finne determinanten til en gvre trian-
guleer matrise er det praktisk & kofaktorekspandere
langs forste kolonne. Da far vi bare ett ledd i eks-
pansjonen, nemlig tallet gverst til venstre i matrisen
ganget med determinanten til matrisen der fgrste rad
og kolonne er fjernet. Denne matrisen er igjen gvre
trianguleer. Sa fortsetter vi med kofaktorekspansjon
langs fgrste kolonne i hvert steg nedover. Det vi en-
der opp med til slutt er & bare gange sammen alle
tallene pa diagonalen.

Vi oppsummerer dette i et teorem.

Teorem 6.8. La A vere en (gvre eller nedre) trian-
guler n X n-matrise. Da er determinanten til A lik
produktet av tallene pa diagonalen i A:

det A =a11-a2-as3 - ann

Eksempel 6.9. Ved a bruke teoremet kan vi skrive
opp determinanten til en triangulser matrise direkte,
uten & matte beregne andre determinanter forst:

1
-2
0

1-(-2)-5 A

S O =
UL W
Il

Hvis vi skal beregne determinanten til en stor og
stygg matrise, er det en god strategi a bruke radope-
rasjoner for a skrive om matrisen til gvre trianguleer
form (og holde orden pa hvordan determinanten end-
rer seg ved hjelp av teorem, og sa regne ut deter-
minanten til den triangulaere matrisen ved hjelp av
teorem

Flere regneregler
Vi tar med et par regneregler til for determinanter.

Teorem 6.10. Determinanten til et produkt av to
matriser er produktet av determinantene. Altsa: Hvis
A og B er to n X n-matriser, sa er

det(AB) = (det A)(det B).

Teorem 6.11. Determinanten endrer seg ikke nar
vi transponerer matrisen. Altsa: Hvis A er en n X n-
matrise, sa er

det A=det AT.

Karakterisering av inverterbarhet

Vi kan bruke determinanten til & sjekke om en matri-
se er inverterbar eller ikke. Dette kan dessuten knyt-
tes sammen med hvorvidt kolonnene i matrisen var
er linezert uavhengige, og hva det utspenner.

Fglgende teorem gir en presis sammenheng mellom
inverterbarhet, determinant, linezer uavhengighet og
mengden utspent av kolonnene.

Teorem 6.12. La A veere en nxn-matrise. Folgende
pastander er ekvivalente:

1. A er inverterbar.

2. det A # 0.

8. Kolonnene i A er lineert uavhengige.
4. Kolonnene i A utspenner C™.

Bevis. At A er linesert uavhengige er ekvivalent med
at kolonnene spenner ut C"”, beviste vi i forrige ka-
pittel.

Vi beviser na ekvivalensen av disse to med at A
er inverterbar. I fglge teorem 5.7 er kolonnnene i A
linezert uavhengige hvis og bare hvis vi far et pivotele-
ment i hver kolonne nar vi gausseliminerer. En annen
mate a si dette pa, er at

A~ I,

og dette er ekvivalent med at A er inverterbar, ifglge
teorem 4. 23.

For a vise at det A # 0 er ekvivalent med at A har
linezert uavhengige kolonner, kan vi bruke teorem|[6.8]
Vi gausseliminerer A til a blir triangulser. Dersom
kolonnene i A er linezert uavhengige, far vi et pivot-
element i hver kolonne. Siden vi aldri ganger en rad
med 0 under gausseliminering, viser [6.8]at det A # 0.
Dette resonnementet fungerer ogsa baklengs: dersom
det A # 0, har den gausseliminerte triangulsere ma-
trisen ingen diagonalelementer lik null, og det betyr
at den originale matrisen hadde lineszert uavhengige
kolonner. O
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