Lgsningsforslag gving 1

1.1.
a) Siden 14+/3i ligger i forste kvadrant, kan vi skrive

0 = arctan V3 = g,

og )
1+ V3i = 2e%5t,

Vi beregner sa

(1+V3i)" =275 = 128¢5".

b) Siden 1 + ¢ ligger i forste kvadrant og danner
vinkelen 7/4 med den reelle aksen, kan vi skrive

140 =2t
Vi beregner

(1+14) - (1+V3i) = V2T 2657 = 2¢/2e 5"

c) Vi beregner

\[642 1 -,
= —e12

(144)/ (14 V3i) = =~ =%

d) De to neste er grei a ta pa kartesisk form:

(1+2)-(1-2)=1+4=5

(Merk at dette er det samme som |1 + 2i|?.)
e)
1492 -
1—-2i

(1+2i)2 1 .
752 5l o)

1.2. Husk at det finnes en oppskrift pa a finne n-
tergttene til w:
1. Skriv w pa polar form w = re*(®+27%) (alle heltall
k gir samme komplekse tall siden du ender samme
sted selv om du gar k hele sirkler rundt origo fgr du
stopper).
2. Rottene er

Ur i+ 3Tk)
3. Det er egentlig bare n ulike komplekse tall her. Vi
velger fjerne k = 0,1,...,n — 1, fordi det er vanlig
(men du kan starte pa hvilken som helst ko og velge
ko, ko+1,ko+2,... ko + (ﬂ— 1))

n

rei(%+277rk), k=0,1,...,n—1.

Avmerking: Husk at polar form re? forstas som det
komplekse tallet med lengde r og vinkel 6. Dermed
kan tallene i punkt 3. enkelt skisséres i det komplekse
planet.

a) Den kjente og kjeere abc-formelen gir §(14+/194).
Disse tallene er pa kartesisk form og kan plottes som
(% ‘ﬁ) og (1, L) i det komplekse planet.

27

b) Her er w = 2i. Tallet 2i ligger pa den positive
delen av den imagingere aksen. Derfor er vinkelen § =
% + 2nk. Lengden er r = /02422 = 2. Innsatt i

formelen ovenfor:

%e%i, %e%i, V2e%%0

c) Tallet 2 ligger pa den positive reelle aksen. Derfor
er vinkelen 0 + 27k. Lengden er r = /22 + 02 = 2.

Innsatt 1 formelen ovenfor:

\‘75, \‘yie%i, \4/567”, \4/5637”.

d) Tallet 2+2i = 2v/2e%" ligger pa linjen o = y i det

komplekse planet. Derfor skjgnner vi at vinkelen er
3

0 = T + 27k. Lengden er r = /22 +22 = /8 = 22.

Innsatt i formelen ovenfor:

Sl

x ;i o3 9ms 3 ;.3 i o3 ;
e20" 210¢20" 210720 *, 210720 *, 210720 *
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1.3. Vi skriver hvert uttrykk pa kartesisk form:
a)

= (a +ib)* = (a +ib)*(a + ib)?

= (a® 4 2iab + i*b*)(a* + 2iab + i*b?)

= (a® = b* 4 2iab)?

= (a® = b*)* +2(a*® — b*)(2iab) + 4i%aV?

= (a* — 6a%b* + b*) + 4i(a®b — ab?)
Dette betyr at vi har realdel a* — 6a2b? + b* og ima-
ginzerdel 4(a®b — ab?).

b)
1 1 1(a—ib)
z a+ib (a+ib)(a—ib)
_a—ib
a2 4 b2
B a . b
a2 402 Z(12—|—b2
Realdel: 5%
Imaginaerdel: a2_7+bb2'



c)

z—1 a+ib—1 (a—1)+ib
z4+1 a+ib+1  (a+ )—l—zb
_ ((a=1) +ib)((a+1) —ib)
((a4+1) +ib)((a + 1) —ib)

(a—1)(a+1) —ibla — 1) +ib(a + 1) — i?b?
- (a+1)% 402
(a® +b% — 1) + 2ib
- (a+1)2 402
a?+v2 -1 . 2b
BT Y R TS
Realdel: %.
Imaginaerdel: ﬁ.
d)
1 1 1
2" (a+ib)? (a2 — b2) + 2iab

B (a® — b?) — 2iab
~ ((a? — b2) + 2iab)((a2? — b2) — 2iab)
a? —b? ) —2ab
T (@02 2a)? (@@ = 1%) + (2a0)?
a? —v? ) —2ab
T at + 20202 1 bt T + 2a2b? + b*

. a’—b>
Realdel: PE T

: . ___—2ab
Imagineerdel: 7577

1.4. Husk at

z=re? =r(cosf + isinf).
Realdel: 7 cos 6.

Imaginaerdel: rsin 6.

1.5.
a) Viharat (z—1)3=23-322+32—1slikat 2 =1
er en trippelrot.
Aletrnativt kan du gjette pa lgsningen z = 1 og der-
etter bruke polynomdivisjon.
b)

Fra a) har vi at ligningen kan skrives pa formen

(z—1)% =1 =2k,

Vi skal altsa finn z slik at z — 1 er en tredjerot
av 1. Metoden beskrevet i oppgave 2.3. viser at
tredjergttene til 1 er

Dermed har vi tre lgsninger for z — 1 som igjen gir
tre lgsninger for z:

Tredjergttene til 1 ligger uniformt fordelt pa sirekelen
sentrert i origo med radius 1, men er forskjgvet til &
ligge uniformt fordelt pa sirkelen sentrert i (1,0) med
radius 1.

1.6. Anta at w er en lgsning. Da vet vi at
anw™ + ap_ 1w+ .. 4+ aqw + ag = 0.

Konjugering av hele ligningen gir

AnW"™ + Gy 1w 1 4+ ...+ ajw +ag = 0.

Husk at z + w = Z + w, slik at:
(W)™ + a1 (@) + ... + a1 (W) + ag = 0.
Du skal vise at (w)™ = w™ pa innleveringen, slik at

A" + a1+ ... + a1 + ag = 0.

Dette betyr jo akkurat at w er en lgsning.

1.7. Ja, la det reelle tallet vaere 1 som eksempel
(dette lar seg lett generalisere). n-tergttene til 1 er
Igsningene av polynomligningen 2" = 1. Forrige opp-
gave forteller oss at siden polynomet z™ — 1 har reelle
koeffisienter kommer nullpunktene i konjugatpar.

Vi kan eventuelt argumentere direkte, f.eks som
folger: La z = re? tilfredsstille 2™ = 1. Vi har r™ %

e = 1. Daer ™ =1 og e = 1 siden r er et
positivt reelt tall, hvilket videre gir » = 1. Vi har
N = T.ne—nw (enif))_l — 1—1 =1.

1.8.

a) Vi fglger den vanlige metoden for a finne n-
terotter: Skriv 1 pa polar form; 1 = (27 k et hel-
tall. Tredjergttene til 1 er (35" )i , k heltall. Dette gir
ulike komplekse tall for k = 0,1, 2.

27mi 4ri

1, e3, e3.

Dette er tre punkter uniformt fordelt pa sirkelen sen-
trert i origo med radius 1. Dersom vi trekker rette
linjer mellom punkter etter gkende vinkel far vi en
trekant med rgttene som hjg)rner

b) Fjerdergttene er pa formen e *2* for k et heltall.

Vi tar £k =0,1,2,3 og far
1, 4, -1, —i.

Den geometriske figuren blir et kvadrat med hjgrner
i rgttene.

c) Vi far at n-tergttene er ¢ hvor k=

0,1,---,n—1. Altsa:

27i 4mi (n—1)mi

1, en, en,...;e =n

Den geometriske figuren blir en reguleer n-gon med
hjgrner i rottene.

1.9. Skriv tallene pa polarform, z = 7€', w = p-€*?,
hvor r # 0 # p. Vifar z-w =r- p- e!0+®) £ 0 siden

r-p#0.

1.10. Med ulikheten fra oppgaveteksten kan vi be-
regne slik:
|z +w|? = |2 + |w|* + 2 Re(zw)
< J2? + |w]? + 2/2]jw]
= (|2] + |w])®



Sa tar vi kvadratroten.
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