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12.1.

a) La
4 0 2
11 11

veere koeflisientmatrisen og hgyresiden i likningssys-
temet vart. Vi ganger hver av disse med den adjun-
gerte av A pa venstre side, og far:
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Vi ma Igse likningssystemet
A*Ax = A*b.
Dette systemet har fglgende totalmatrise:
17 1|19
1 511
Nar vi gausseliminerer denne, far vi:
1 01
0 112

Minste kvadraters metode gir altsa Igsningen
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veere koeflisientmatrisen og hgyresiden. Vi far:
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Minste kvadraters metode gir lgsningene
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Merk at i denne oppgaven sa er lgsningsmengden en
linje. Det er altsd mulig at det er mange lgsninger
som gir en like god tilnserming for et ligningssystem.
Generelt har A*Ax = A*b uendelig mange lgsninger
hvis og bare hvis kolonnene til A er linesert avhengige.

c) La
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A= 17 1 og b= |12
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veere koeffisientmatrisen og hgyresiden. Vi far:

- . 1 2
ara= |1 7 1} i1
— 1 1 .
L 1 —
3 —i
T li 3
- 1
Ab=|! K 1} i
L 1 1 1
7_3
7_2'

Minste kvadraters metode gir lgsningen
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Dette kan egentlig sees ved at fgrste kolonne i matri-
sen A er identisk med vektoren b.

12.2.
a) Vilar p(z) = az® + br? + cx + d. Fra punktene
gitt i oppgaveteksten far vi
p(0)=d=1
p(l)=a+b+c+d=2
p(2) =8a+4b+2c+d=9
p(3) =27a+ 90+ 3c+d =28
p(4) = 64a + 16b + 4c + d = 65,
eller fglgende ligningssystem:
d=1
a+ b+ c+d=2
8a+ 4b+2c+d=9
27a 4+ 9b+3c+d =28
64a + 16b + 4c + d = 65



Systemet har koeffisientmatrise

0 0 0 1
1 1 1 1

A=|8 4 2 1|,
27 9 3 1
64 16 4 1

som adjungert (eller transponert siden matrisen har
bare reelle verdier) blir

0 1 8 27 64
., o1 4 9 16
A=10 12 3 4
111 1 1

Vi bruker minste kvadraters metode, og ma altsa lgse
matriseligningen

A*Ax = Ab,
der
o 1
b 2
x=|_.| o8 b=1{9
d 28
65

Setter vi inn for A, A*,x og b og regner ut A*A og
A*b, far vi systemet

4890 1300 354 100] [a] 4990
1300 354 100 30| |b| _ [1330
354 100 30 10| [c| = | 364
100 30 10 5 d] 105

Systemet har totalmatrise

4890 1300 354 100 | 4990
1300 354 100 30 | 1330
354 100 30 10 | 364
100 30 10 5 105

Hvis vi radreduserer totalmatrisen far vi

1 0 0 0]1

0
0
0

O O =

0
1
0

_ o O

0
0
1

Med andre ord er lgsningen
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Polynomet som passer best til punktene er altsa:
plz) =2"+1

b) Polynomet p som vi fant i del a) passer faktisk
eksakt til punktene.

12.3. Vi skal altsa finne a og b som best mulig lgser
systemet
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Vi multipliserer med A* til venstre pa begge sider av

ligningen. Da far vi at A*A {Z] = A*b er:

142 22| [a] _ [57
22 4| [b] 9]’
som har lgsningen
al _ [5/14
bl |12/7]°

Linjen som passer best til punktene er altsa:

—Ex-l-g
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12.4. T denne oppgaven finner vi egenverdiene og
egenvektorene pa vanlig mate. Vi vet at slike matri-
ser alltid har en egenverdi lik 1. Da er den tilhgrende
egenvektoren, etter at den er normalisert slik at ko-
ordinatene summerer til 1, en likevektsvektor for sys-
temet.

3/4

1
tilhgrende egenverdien 1. Denne vektoren summerer
til 7/4, som vi dermed ma dele pa for a fa summen til

a) Her finner vi at v = er en egenvektor

ablil. Daerv= [3/ 7] en likevektsvektor for syste-

4/7
met. Vi kan enkelt multiplisere ut og se at Av = v.
b) Her finner vi at v = 5{9 er en egenvektor

tilhgrende egenverdien 1. Denne vektoren summerer

til 14/9, som vi dermed ma dele pa for & fa summen

5/14

9/14

systemet. Vi kan multiplisere ut og se at Bv = v.

3/2
c¢) Her finner vi at v = |1/5| er en egenvektor
1

tilhgrende egenverdien 1. Denne vektoren summerer

til 27/10, som vi dermed ma dele pa for a fa summen
30/54

tila bli 1. Daer v = [10/135]| en likevektsvektor for
10/27

systemet. Vi kan multiplisere ut og se at Cv = v.

til a4 bli 1. Daer v = } en likevektsvektor for

12.5.

a) Folgende matrise er en stokastisk matrise som
beskriver systemet. Her er fgrste rad andel av gass
A, andre rad gass B og tredje rad COs.

0.8 0.15 0.1
A= (015 08 0.1
0.05 0.05 0.8
2
b) Her finner vi at v. = |[2]| er en egenvektor
1

tilhgrende egenverdien 1. Denne vektoren summerer

til 5, som vi dermed ma dele pa for a fa summen til a
2/5

bli 1. Daer v = [2/5] en likevektsvektor for syste-
1/5

met. Vi kan enkelt multiplisere ut og se at Av = v.



Dette er fordelingen av gassene som systemet konver-
gerer mot.

Ettersom alle elementene i A er stgrre enn 0 sa er
A en reguleer matrise. Da vet vi fra teorem 12.10 at
systemet konvergerer for enhver startvektor. Dermed
spiller ikke startfordelingen noen rolle i dette tilfel-
let. Jeg er litt usikker pa hvor vellykket eksperimen-
tet var, for det er faktisk under 0.05% CO, i jordas
atmosfere. Kanskje forskernes teknikk kan redusere
det til 0.01%? Mer forskning trengs!

12.6.

a) En sannsynlighetsvektor er en vektor x i R™ der
alle koordinatene er stgrre eller lik 0 og summen av
koordinatene er lik 1. Produktet Sx er det samme
som summen av alle koordinatene i x. Dersom alle
koordinatene er ikke-negative og Sx = 1, sa er x per
definisjon en sannsynlighetsvektor. Motsatt vei: der-
som x er en sannsynlighetsvektor sa vil ngdvendigvis
alle koordinatene veere ikke-negative, og produktet
med S vil gi oss tallet 1.

b) En n xn matrise P kalles stokastisk matrise hvis
kolonnene i P er sannsynlighetsvektorer, det vil si
at elementene er ikke-negative og kolonnesummene
er lik 1. Produktet S P er vektoren hvor hver koordi-
nat i produktet er vektorproduktet mellom S og hver
kolonne i P. Vi vet at hver kolonne i P er en sann-
synlighetsvektor, sa det fglger fra forrige deloppgave
at hver av de summerer til 1. Da fglger det at hver
koordinat i SP er 1, og altsa at SP = S.

c) Siden alle elementene i bade P og x er minst 0
er ogsa alle elementene i Px minst 0. Fra del a) er
det na nok a vise at SPx = 1. Fradel b) er SP = S.
Derfor er SPx = (SP)x = Sx = 1 hvor siste likhet
holder fordi x er en sannsynlighetsvektor. Dette var
nettopp den likheten vi behgvde, sa Px er en sann-
synlighetsvektor.

Eksamensoppgaver

Hgst 2018: Oppgave 4
Var 2019: Oppgave 2a
Kont 2018: Oppgave 5cd
Var 2019: Oppgave 5
Hast 2019: Oppgave 4



