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Flervalgsoppgaver

Oppgave 1 La a, b,z og y veere reelle tall, og la i veere slik at i> = —1. Da vil
produktet (x + yi)(a + bi) veere lik

xa + yb
xa — ybi
xy + yb+ (xb — ya)i
zra —yb + (b + ya)i
za+ yb+ (xb+ ya)i

OOoOood

Lgsning: Vi regner ut
(z +yi)(a + bi) = xa + xbi + ayi + ybi® = va — yb + (zb + ya)i.

Riktig svar er altsa alternativ fire.
Oppgave 2 For alle komplekse tall a har vi

det

SRS

ISP

SIS
I

gogoono
8. 8,8 ~O

©

Lgsning: Vi ser at alle kolonnene i matrisen er like, og de er dermed ikke linegert
uavhengige. Dette er ekvivalent med at determinanten er lik 0.

For sikkerhets skyld kan vi ogsa regne ut determinanten pa vanlig méate ved ko-
faktorekspansjon:

a a a
a a a a a a
det|la a a| =a- —a- +a- .
a a a a a a
a a a
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Determinanten til hver av undermatrisene blir a® — a? = 0, s&

a a a
det jla a al =a-0—a-0+a-0=0.
a a a
Oppgave 3 La T : C? — C? vaere en linesertransformasjon gitt ved

r(B)=F5

Standardmatrisen til 1" er da gitt ved

oh )
o4 0
o]
o5 %
ol

Lasning: Kolonnene i standardmatrisen er T'(e;) og T'(e2) der e; og e; er standard-
basisvektorene i R?, sé la oss se pa hva transformasjonen gjgr med disse vektorene.

ried =7 ([of )= [ 6] = b esmeea = () =574 -

Standardmatrisen er altsa matrisen

)
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Oppgave 4 Dersom vektoren b er en av kolonnene i matrisen A, sa vil lignin-
gen Ax =Db

(] alltid veere lgsbar

[ aldri veere lgsbar

[] veere lgsbar noen ganger, avhengig av A og b

O veere lgsbar noen ganger, kun avhengig av A

(] veere lgsbar noen ganger, kun avhengig av b

Lgsning: La oss tenke litt pa hva vi egentlig prover a gjore nar vi lgser ligningen
Ax = b. Vi prgver a finne en linezerkombinasjon av kolonnene i A slik at denne
linezerkombinasjonen er lik b. Anta som et eksempel at den forste kolonnen i A er
lik b, altsa at

A=|b ay, a3z ... an}.

Da kan vi fint skrive b som en lineserkombinasjon av kolonnene i A, nemlig linezer-
kombinasjonen 1-b + 0-as 4+ --- 4+ 0 - a,. Dette er ekvivalent med & sette

1

_O_
Generelt, hvis b er den i-te kolonnen i A, vil en vektor som har 1 i posisjon i og
0 ellers veere en lgsning pa ligningen. Svaret pa oppgaven er altsa at dersom b er
en av kolonnene i A, sa vil ligningen Ax = b alltid vere lgsbar.

Oppgave 5 Hvor mange underrom har C2?

00 Ngyaktig to: {0} og C?

O Ngyaktig to: R og C

O Ngyaktig tre: {0} = C° C! = C og C?

O Ngyaktig fire: {0}, C x {0},{0} x C (‘aksene’) og C?
(] Uendelig mange

La@sning:

Underrom til C? er {0}, C?, og alle linjer gjennom origo. Siden det er uendelig
mange linjer gjennom origo, er det uendelig mange underrom.
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Oppgave 6 For en linezert uavhengig mengde {vy, vy, v3} med vektorer i et
vektorrom V', sa vil {vy, va}

alltid veere linesert avhengig

aldri veere linezert avhengig

noen ganger vere linezert avhengig, og andre ganger linesert uavhengig
aldri veere linesert uavhengig

alltid veere linesert uavhengig

oogoodg

Lgsning:

Hver delmengde av en linezert uavhengig mengde er linesert uavhengig. Dette in-
nebeerer at #5 er riktig. Siden #2 er ekvivalent, er det ogsa riktig.

Oppgave 7 La V og W vere vektorrom slik at dim V' =5 og dim W = 3. La
T :V — W veere en surjektiv linesertransformasjon. Hva kan vi da si om kjernen
til T7

Lgsning:

Vi har dim ker(7") = 2. Generelt har vi dim (V') = dimim(7") + dim ker(7"). Her vet
vidim(V') = 5, ogim(T") = W fordi T er surjektiv. Dette innebzerer dim im(7") = 3,
og resultatet folger.

Oppgave 8 La A veere en m X n-matrise og la B veere en n X m-matrise, slik at
AB = I, (m x m-identitetsmatrisen). La fa: R" — R™ vaere gitt ved fa(x) = Ax
ogla fp: R™ — R™ veaere gitt ved fp(x) = Bx. Hvilken av fplgende pastander er
sann?

O m > n, A er injektiv, B er surjektiv
O m <n, A er surjektiv, B er injektiv
O m =n, A og B er inverterbare (bijeksjoner)
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O m <n, A er injektiv, B er surjektiv
0 m > n, A er surjektiv, B er injektiv

Lg@sning:

Fra AB = I, ser vi at ABx = x for alle x. Dette viser at alle vektorer x har
formen x = Ay for noen y (ta'y = Bx), og fa er surjektiv. Hvis Bx = By, s har
vix = ABx = ABy =y, som viser at fp er injektiv. Hver av disse viser m < n.

Oppgave 9 Hvilken av fglgende pastander er riktig? For en n X n-matrise A
har vi

O det(A) = 0 medfgrer at rank(A) =0

O det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) <1

O det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A4) <n —1
O det(A) = 0 er ekvivalent med at rank(A) >n —1
O det(A) = 0 medfgrer at rank(A) =n

Lg@sning:
Betingelsen det(A) = 0 tilsvarer at A ikke er inverterbar, og for en kvadratisk
matrise tilsvarer det rank(A) # n eller rank(A) < n — 1.

Oppgave 10 La A veere en n x n-matrise og la Ax = b ha to linesert uavhenige
lgsninger. Hvilken av de fglgende pastandene er riktig?

O rank(A) =2

O rank(A) > 2, og tilfellet rank(A) > 2 kan forekomme

O rank(A) < n, og tilfellet rank(A) = n kan forekomme

O rank(A) < n — 1 og tilfellet rank(A) = n — 1 kan forekomme

O rank(A) < n — 2 og tilfellet rank(A) = n — 2 kan forekomme
Lgsning:

Hvis det er to lgsninger, linesert uavhengige eller ikke, er lgsningsrommet til den
homogene ligningen Ax = 0 minst 1-dimensjonal. Det innebzerer rank(A) < n — 1.
Tilfellet rank(A) = n — 1 er mulig: hvis lgsningsrommet til den homogene ligningen
er 1-dimensjonalt, kan Igsningsrommet til den inhomogene ligningen veere en linje
som ikke passerer gjennom 0, og den inneholder to linesert uavhengige vektorer.
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Langsvarsoppgaver

Oppgave 11

a)

b)

Gi et eksempel pa en matrise A, slik at

I

W N =
Il

o O Ut =~

Lgsning: Vi legger forst merke til at vi multipliserer A med en 3 x 1-vektor
og far ut en 4 x 1- vektor. Det betyr at A ma veere en 4 x 3-matrise. Sa la

a b c
_|d e f
A= g h il

j k1

Ligningen vi startet med gir da at

a+2b+3c=4
d+2e+3f=5
g+2h+3i=6
J+2k+3l=38

Vi ser at hvis vi for eksempel setter a = 4,d = 5,9 = 6,7 = 8, og resten lik
null, sa har vi en lgsning pa dette systemet. Med andre ord vil matrisen

o O Ot W~
o O OO
o O OO

gjore susen. Merk at det finnes flere og mer spennende lgsninger her, sa hvis
du har fatt noe annet kan det veere like riktig som denne lgsningen.

Gi et eksempel pa to 2 x 2-matriser A og B slik at A og B er diagonaliser-
bare, men A 4+ B ikke er diagonaliserbar.

Lgsning: For at en 2 x 2-matrise skal veere diagonaliserbar ma den ha to
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lineeert uavhengige egenvektorer. Vi vet at hvis en 2 x 2-matrise har to dis-
tinkte egenverdier, sa vil den ogsa ha to linesert uavhengige egenvektorer og
dermed veere diagonaliserbar. For noen matriser er det ogsa enklere a finne
egenverdiene enn for andre matriser. For eksempel vil elementene langs dia-
gonalen til en trianguleermatrise vaere nettopp egenverdiene til matrisen (for-
di determinanten til en trianguleermatrise bare er produktet av elementene
langs diagonalen). S& hvis vi velger to triangulsermatriser (for eksempel gvre
triangulaere) A og B som begge har distinkte elementer langs diagonalen, vil
disse veere diagonaliserbare. Men summen av disse ma veere en matrise som
ikke har distinkte elementer langs diagonalen. I tillegg kan den ikke veere en
diagonalmatrise, for da ville den veert diagonaliserbar. Summen A + B méa
altsa veere en triangulaermatrise der elementene langs diagonalen er like, og
vi har et ikke-null element utenfor diagonalen. Det finnes mange eksempler
vi kan velge, men la oss for eksempel si

13 1 -2
A‘[o 2] OgB_lo 0]'

Da vil bade A og B vaere diagonaliserbare, mens

2 1
avp=[; )

vil ikke veere diagonaliserbar, siden egenrommet til A + B bare har dimen-
sjon 1.

Gi et eksempel pa et polynom p(z) slik at p(x) = 2% for z =0, 1,2, 3.

Lgsning: Oppgaven gir oss fire punkter som polynomet skal ga gjennom:
(0,1),(1,2),(2,4) og (3,8). Generelt vil n punkter i planet unikt bestemme
et polynom av grad n—1, sa disse fire punktene vil unikt bestemme et tredje-
gradspolynom p(r) = ax® + bx? + cx + d. Hvis vi setter inn punktene vare
her far vi ligningssystemet

d=1

a+ b+ c+d=2
8a+4b+2c+d=4
27a +9b+3c+d =38

som har totalmatrise

0 00 1|1
1 11 1]2
8 4 2 1|4
279 3 118
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d)

e)

Na er det bare a bite tennene sammen og gausseliminere. Gjgr man det skal
man ende opp med a = é, b=0,c= % og d = 1. Med andre ord: et eksempel
pa et polynom som tilfredsstiller kravet gitt i oppgaven er

1 3
p(x) = éx?’ + 6" + 1.

Gi et eksempel pa fire vektorer v, vo, vs og vy i R3, slik at enhver mengde
bestaende av tre av disse vektorene danner en basis for R3.

Lgsning: La oss starte med standardbasisvektorene i R3:

1 0 0
e = |0|,eo=|[1|,e3= |0
0 0 1

Vi vet at disse tre er linesert uavhengige og at de utspenner R3®. N& kan vi
sette en fjerde vektor v som summen av standardbasisvektorene:

1
v=|1
1

Hvorfor funker dette? Vi ser at hvis vi velger et hvilket som helst par av e, e;
og e, vil ikke v ligge i spennet til dette paret. For eksempel vil v ikke ligge
i Sp{ey, es}, fordi en vektor i dette spennet alltid vil ha 0 som tredje koor-
dinat. Dermed vil ikke v ligge i samme plan som noe par {e;,e;} av stan-
dardbasisvektorer og dermed vil mengden {v,e;, e;} veere linesert uavhengig
og utspenne R? (s lenge i # j, altsd vi velger ulike standardbasisvektorer).
Sa hvis vi vilkarlig velger tre av vektorene

1 0 0 1
e = 0 ,89 = 1 ,e3 = 0 , V.= 1 R
0 0 1 1

vil disse tre altsd danne en basis for R3.

La p og q veere komplekse tall. Gi et eksempel pa en matrise pa formen

¥
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som har karakteristisk polynom A\? + p\ + q.

Lgsning: La A = [? Z] . Matrisen A har karakteristisk polynom
det\ — A)=det (|~ 741} =x(r—b) —
¢ - oa—p]) T ¢
=X\ —b\—a.

Sammenligner vi med polynomet vi gnsker, altsd A% +p\+ ¢, ser vi at vi kan
sette a = —q og b = —p. Det vil si at matrisen

=

har det gnskede karakteristiske polynomet.

Oppgave 12 Sa lenge noen kan huske har det veert reiserestriksjoner i Matte-

land,

og det betyr at innbyggerne bare har to destinasjoner de kan reise til pa

paskeferie: Gaussedal, eller RadRom Resort. Man kan ogsa holde seg hjemme.
Paskeferieforsker Otto Gonal har notert seg fglgende trend:

e Hvis man har veert hjemme et ar, sa er det null prosent sannsynlighet for at

man blir hjemme aret etter, 1/4 sannsynlighet for at man reiser til Gaussedal
og 3/4 sannsynlighet for at man reiser til RadRom Resort.

Hvis man har tilbrakt pasken i Gaussedal, er det like stor sjanse for at man
bespker Gaussedal igjen neste ar, som at man blir hjemme, men av én eller
annen grunn er det ingen som drar til RadRom Resort aret etter at de har
veert i Gaussedal.

Har man veert pa RadRom Resort, sa er det like stor sjanse bade for at
man blir hjemme aret etter, kommer tilbake til RadRom Resort eller drar til
Gaussedal.

Finn den stokastiske matrisen M som representerer hvordan innbyggerne
endrer paskeferieplaner fra ar til ar.

Lgsning: La G betegne at man drar til Gaussedal, la R betegne at man
drar til RadRom Resort og la H betegne at man holder seg hjemme. Vi
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b)

d)

sorterer informasjonen i en tabell:

har vert H G R drar til
0 1/2 1/3 H
1/4 12 1/3 G
3/4 0 1/3 R

Altsa kan endringen av fordeling av pasketurister fra ar til ar beskrives ved
den stokastiske matrisen

0 1/2 1/3
M={1/4 1/2 1/3|.
3/4 0 1/3

Er M reguleer? Husk & begrunne svaret ditt.

Lgsning: Matrisen er reguleer, fordi det finnes et positivt heltall £ slik at
alle elementene i M* er strengt stgrre enn null. Faktisk trenger vi ikke se
lenger enn til k£ = 2:

3/8 1/4 5/18
M?*={3/8 3/8 13/36
1/4 3/8 13/36

Gitt at en innbygger i Matteland har veert hjemme et ar, hva er sannsynlig-
heten for at hun drar til RadRom Resort to ar etterpa?

Lgsning: Vi finner denne sannsynligheten som tredje element i fgrste ko-
lonne i matrise, altsa er sannsynligheten 1/4.

Otto Gonal ser ikke for seg at reiserestriksjonene letter med det fgrste. Hvor-
dan vil innbyggerne i Matteland fordele seg pa de ulike feriestedene i det
lange lgp? Hvilken destinasjon blir den mest populeere?

Lgsning: Matrisen M er reguler og vil dermed ha en unik likevektsvek-
tor, som er en egenvektor tilhgrende egenverdi A = 1. Sa la oss fgrst finne
en egenvektor tilhgrende 1. En slik vektor er en ikke-triviell lgsning av sys-
temet (M — I3)x = 0, sa la oss gausseliminere matrisen (M — I3), der I3 som
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vanlig er 3 x 3-identitetsmatrisen.

1 1/2 1/3 -1 1/2  1/3
M—1Iy=[1/4 —1/2 1/3 | ~ {0 —3/8 5/12
3/4 0 —2/3 0 3/8 —5/12
1 —1/2 —1/3 1
~10 1 —=10/9| ~ |0
0 0 0 0

0 —8/9
1 —10/9] .
0 0

Vi far en fri variabel x3 = s, og vi far videre at x5 = %s og T, = gs. Det
betyr at egenvektorene tilhgrende A = 1 er pa formen
8/9
v=s[10/9],
1

og likevektsvektoren (egenvektoren hvor elementene summerer til 1) blir da

] 8/9 8/27
q= 10/9| = [10/27] .
8/9+10/9+1 1 0/27

Paskevinneren pa lang sikt vil altsa veere Gaussedal, med RadRom Resort
hakk i heel, mens det minst populere alternative er & veere hjemme.

Oppgave 13 La e; veere den forste standardbasisvektoren i R®. La R,, R,
og R, veere linesertransformasjonene som roterer vektorer med en vinkel 7/2 om
henholdsvis z-aksen, y-aksen og z-aksen i R? (bruk hgyrehdnds-regelen).

a) Hva er de tre vinklene i trekanten med hjorner i e;, R (e1) og R.(e1)?

Lgsning:

For & finne vinkelen i punktet R, (e;) = —es, beregner vi differansen til de

to andre punktene, nemlig e; og R,(e1) = es:
1

e; — (—eg) :e1+e3 =10

1

0g

€y — (—eg) = €9 +63 =

— = O
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b)

Vi kaller disse vektorene v og w. Deretter finner vi
(v,w) =1

0g

vl = V2 = [|w].
Vi far vinkelen fra

(v, w)

0 = arccos ( ) = arccos(1/2) = /3 = 60°.

Ivillwl
Beregningene for det andre punktet er like og gir samme resultat, det vil
si m/3 = 60°. Da ma resultatet ogsa veere det samme for det tredje punktet,
siden vinkelsummen i en trekant er 180°.

Hva er avstanden mellom R,(e;) og midtpunktet pa linjestykket mellom e;
0g Rz (el>?

Lg@sning:
Midtpunktet mellom e; og R.(e;) = e; er
. 1/2
—(el + eg> = 1/2
2
0
Differansen mellom den vektoren og R,(e;) = —es er
1/2
1/2
1

Den etterspurte avstanden er lengden av den vektoren, altsa

V1/4+1/4+1=/3/2.

Finn egenverdiene og egenrommene til sammensetningen R, R, R..

Lgsning:

Transformasjonen R, gjor ingenting med e;, roterer e, til es, og roterer es
til —ey. Derfor er matrisen for R, med hensyn til standardbasis

10 0
00 -1
01 0
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d)

Transformasjonen R, gjor ingenting med e,, roterer es til e;, og roterer e;
til —es. Derfor er matrisen for R, med hensyn til standardbasis

0
0
-1

O = O
S O =

Transformasjonen R, gjor ingenting med es, roterer e; til ey, or roterer e,
til —ey. Derfor er matrisen for R, med hensyn til standardbasis

10 0 00 1](0 -1 0 0 01
00 —1 0101 O0O0]=|0 -120
01 O0]][-1 0O0]]0 01 100

for R, R, R.. Vi ser straks at e, er en egenvektor for egenverdien —1. Vek-
torene e; og ez byttes ut. Dette betyr at summen e; 4 es er fast, s det er
en egenvektor for egenverdien 1, og at deres differanse e; — e3 er en annen
egenvektor for egenverdi —1.

For & oppsummere, er linjen gjennom e; + e3 egenrom for egenverdien 1, o
) 3 )
planet utspent av e; og e; — e3 er egenrom for egenverdien —1.

La T veere linezertransformasjonen med standardmatrise

-1 0 O
0 -1 O
0 0 -1

Kan du skrive T' som en sammensetning Sy o---095,, der hver transformasjon
S;er én av R, R, eller R,?
Lg@sning:

Det er ikke mulig. P4 den ene siden har vi det(T) = (—1)> = —1. P& den
annen side er determinanten for en rotasjonsmatrise 1, og det antyder

det(S1o0---08,) =det(Sy) ----det(S,) =1" = 1.
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Oppgave 14 La P vere vektorrommet bestaende av polynomer med reelle
koeffisienter. La (-,-) : P x P — R vaere gitt ved

(p(z),q(r)) = / 1 p(t)q(t)dt.

-1
a) Visat (-,-) er et indreprodukt pa P.

Lgsning: Vi ma vise at (-, -) tilfredsstiller kravene om symmetri, linearitet
og positivitet. Vi ser pa symmetri fgrst:

wa)sa)) = [ p@atede = [ aplede = {gla),pla).

Sa sjekker vi linearitet (a og b er her skalarer):

(p(a),aq(e) + br(@)) = [ pe) (ag(e) +br(a)) d
/ 7) + bp(a)r(2)) da

al x)q(x da:+b/
:B),Q(:v)>+b< (z),r (fﬂ))-

I
2
T
=
—

Polynomet p(z)? vil alltid veere stgrre enn eller lik null, og dermed vil arealet under
grafen ogsa veere stgrre enn eller lik null. Nar er integralet lik null? Dette skjer
bare nar p(z)?, og dermed p(z) er konstant lik null. Grunnen er at hvis polynomet
ikke er konstant lik null, vil ikke arealet under grafen heller veere lik null. Altsa vil
(p(x),p(x)) >0, og (p(x),p(z)) = 0 bare nar p(z) er konstant lik null.

Oppsummert tilfredsstiller (-, -) bade symmetri, linearitet og positivitet, og er der-
med et indreprodukt pa P.

b) Finn projeksjonen av polynomet p(z) = 3 ned pa underrommet av P
bestaende av polynomer av grad mindre enn eller lik 1.
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Lgsning: Underrommet bestaende av polynomer av grad mindre enn eller
lik 1, la oss kalle det P;, har standardbasis (1, z). Siden

1 1 1 1 1
1, :/ 1. :{ 2} =——-=0,
(1,z) 2 T 233 =327 % 0

er basisen ortogonal. Det betyr at vi kan regne ut projeksjonen Pp, (z?) slik:

1, 23) (z, %)
P 3) — P, 3 P 3\ — < ) .1 ) .
731({1) ) 1(ZE )+ I(x ) <171> + <Q§',l’>
Vi regner ut de ulike indreproduktene:
1 1 3
(1,2°) = [1 1-2°dr =0 (s& <<1’ﬁ>> -1=0)
1 2
(:v,$3):/ -2t de ==
-1 )
1 2
(x,x>:/ rx-xdr=—
~1 3
Vi far altsa o/ 3
Pp, (2°) = P,(2°) = 2;3 T =

c) La P, vaere underrommet av P bestaende av polynomer av grad mindre enn
eller lik 2. Finn et reelt tall ¢ slik at basisen B = (1,z,2? — t) er ortogonal
med hensyn til indreproduktet beskrevet over (du trenger ikke vise at B er
en basis for alle reelle tall t).

Lgsning: Dersom basisen B = (1, x,2? — t) skal veere ortogonal, mé vi ha
(1,z) =0,(1,2° —t) =0 og (z,2%> —t) = 0.

Vi vet fra tidligere at (1,z) = 0, sa der er alt greit. Vi har ogsa

1

1
11'4 — §t$2

1
=0,

-1

1

<x,x2—t)—/1x‘(x2—t) dx:/ (2% — at) do =

-1 -1

sd x og 2% — t er ortogonale uavhengig av hva t er. Til slutt har vi

(a2 =ty = [ (1) de =

1 ! 2
—x® - ta:} = - =2t
—1 -1

3 3

Vi vil ha 5
- —2t=0
3 Y

som har lgsning ¢ = §. Altsé er basisen B = (1, z, #*> —t) ortogonal nér ¢ = 3.



