Kapittel 2

Linezre ligningssystemer og gausseliminasjon

Vi skal laere en metode for a finne og beskrive alle
lgsninger av systemer av m linesere ligninger med n
ukjente. Metoden kalles gausseliminasjon. Det er lurt
a bruke litt tid pa a terpe pa den na i starten. I
nesten alle kapitler framover vil du veere avhengig av
a kunne utfgre gausseliminasjon for a lgse oppgaver.

Oppvarming

Her er et eksempel pa et linesert ligningssystem med
m=n=2:

( 2z +3y =9
*
—x+6y=3

La oss lgse systemet over med tre forskjellige meto-
der.

Eksempel 2.1. Husk den geometriske tolkningen av
ligningssystemer fra introduksjonskapitlet. Hver av

de to ligningene 2x+3y = 9 og —x+6y = 3 beskriver
en rett linje:

3 20+ 3y =9

2 —x+6y =3

Lgsningene av 2z + 3y = 9 er alle punkter som ligger
pa den ene linjen, mens lgsningene av —x + 6y = 3
er alle punkter som ligger pa den andre linjen. Den
felles lgsningen av begge ligningene er punktet der
de to linjene mgtes, nemlig (3,1). Lgsningen er altsa
r=3ogy=1

NB: Har du glemt litt om lineaere ligninger og funk-
sjoner fra videregaende? Kanskje det hjelper a tenke
over at ligningen 2z 4+ 3y = 9 er ekvivalent med lig-
ningen y = —%x + 3. Altsa, vi kan tenke pa y som
en funksjon av z, der grafen til funksjonen beskrives
som en rett linje med stigningstall —% og som skjeerer
y-aksen i punktet (0, 3). A

Eksempel 2.2. Vi tar sa metoden du laerte pa sko-
len. For & lgse systemet (*) med denne metoden kan
vi forst lgse den andre ligningen med hensyn pa x;
da far vi:

r=06y—3

Sa setter vi dette inn i den forste ligningen og for-
enkler:
2-(6y—3)+3y=9
15y =15
y=1
Til slutt setter vi denne y-verdien inn i uttrykket vi
fant for x, og far:

r=6y—3=6—-—3=3

For at begge ligningene skal veere oppfylt, ma vi altsa
ha at z = 3 og y = 1. Vi sjekker at dette virkelig er en
lpsning av () ved & sette inn disse verdiene i begge
de opprinnelige ligningene:
20 +3y=2-3+3-1=64+3=9
—r+6y=-3+6-1=3
Det er tydelig at systemet (x) har ngyaktig én
lgsning, nemlig x =3 og y = 1. A

Metoden i eksempelet over er enkel a forsta, men
kan bli tungvint a bruke hvis vi har mer enn to ukjen-
te. Vi ser pa en tredje lgsningsmetode.

Eksempel 2.3. Vi ganger opp den andre ligningen
med 2, og legger deretter sammen de to ligningene:

20+ 3y =9
—2z4+ 12y =6

(forste ligning)
(andre ligning ganget med 2)

15y = 15 (sum av ligningene over)

P& denne maten far vi x til & forsvinne. Den nye
ligningen 15y = 15 kan vi forenkle til y = 1. Na kan
vi gange opp denne med —3 og legge sammen med
den fgrste ligningen fra systemet for a fa en ligning
der y forsvinner:

20 4+3y=9 (forste ligning fra (x))
-3y =-3 (ny ligning ganget med —3)
2 =6 (sum av ligningene over)

Na har vi fatt en ligning med bare z, og vi forenkler
den til x = 3. Vi har dermed igjen funnet lgsningen
r=3o0gy=1. A



Denne metoden kalles gausseliminasjon, og er stan-
dardmetoden for & lgse ligningssystemer.

1) Hvorfor er det slik at hvis punktet (zg,yo)
oppfyller to ligninger, f.eks.

22+ 3y =9 0g —x + 6y =3,

sa oppfyller det samme punktet summen av
disse to ligningene, altsa = + 9y = 127

2) Hvorfor er det slik at (z, yo) som over ogsa
oppyller ligningen —2x + 12y = 6, altsa andre
ligning ganget med 27

3) Hvorfor er det slik at (2, yo) som over ogsa
oppfyller ligningen 15y = 15, som altsa er
forste ligning pluss to ganger andre ligning?

Ekvivalente systemer

Vi sier at to ligningssystemer er ekvivalente dersom
de har samme lgsningsmengder. Den grunnleggende
idéen bak gausseliminasjon er & steg for steg ersatte
det opprinnelige systemet med nye ligningssystemer
som har samme lgsningsmengde, men som er stadig
enklere.

Eksempel 2.4. La oss lgse det folgende linesere lig-
ningssystemet:

r+2y—2z=-5
T+ 5y+92=33
20 +5y— z=0

Vi vil begynne med a eliminere z-en fra de to siste
ligningene. Hvis vi trekker den forste ligningen fra
den andre, far vi den nye ligningen

3y + 112 = 38.

Vi bytter ut den andre ligningen i systemet med den-
ne nye ligningen:

r+2y— 2z=-5
3y +11z =38
20 +by— 2=0

Dette systemet er ekvivalent med det vi startet med,
siden den nye ligningen fglger fra to av de opprinneli-
ge ligningene. Dermed méa enhver lgsning av det opp-
rinnelige systemet ogsa vere en lgsning av det nye
systemet. Omvendt er det ogsa slik at den opprin-
nelige midterste ligningen (som vi na har tatt vekk)
fglger av de to forste ligningene i det nye systemet,
slik at enhver lgsning av det nye systemet ogsa ma
veere en lgsning av det gamle. Til sammen betyr dette
at de to systemene er ekvivalente.

Vi fortsetter a forenkle systemet. Vi eliminerer x
fra den siste ligningen ved & trekke fra fgrste ligning
ganget med 2:

r+2y— 22=-5
3y+ 11z =38
y+ 32=10

Igjen har vi et nytt system som er ekvivalent med det
forrige. De to nederste ligningene har na variablene
y og z, og vil fortsette forenklingen ved a eliminere y
fra en av ligningene. Det kan vi gjgre pa flere mater.
Det er litt enklere a eliminere y fra den midterste
ligningen (ved a trekke fra 3 ganger den siste), enn
fra den siste. Rekkefglgen pa ligningene spiller ingen
rolle, s& vi kan bytte om pa de to nederste ligningene
forst:
r+2y— 22=-5
y+ 3z2=10
3y + 11z = 38
Sa eliminerer vi y fra den siste ligningen ved a trekke
fra andre ligning ganget med 3:

r+2y—2z=-5
y+32=10
2z =8

Na ser vi fra den siste ligningen at vi ma ha:
z=4
Ved a sette inn det i den midterste ligningen far vi:
y=10-3-4=-2

Til slutt far vi, ved & sette inn y og z i den gverste
ligningen:

x=-5-2-(=2)42-4=7
Systemet har altsa én lgsning:
x="17 y=—2 z=4 VAN

Prosessen vi har utfgrt kalles gausseliminasjon.
Denne produserer altsa en kjede av ekvivalente lig-
ningssystemer, der det siste systemet har sa enkel
struktur at lgsningen kan skrives opp.

Totalmatrisen til et system

Generelt ser et linezert ligningssystem med m lignin-
ger og n ukjente slik ut:

01171 + G12T2 + - - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty, = by

Am1T1 + G222 + -+ -+ ApTn = bm

Merk at all relevant informasjon om ligningssystemet
er inneholdt i fglgende matrise:

ail a2 - Qlin b1
a21 a22 A2n bo
Gmil Gm2  *° QGmn | bm

Denne kalles totalmatrisen, eller den utvidete matri-
sen til ligningssystemet.



Eksempel 2.5. Ligningssystemet vi startet med i
eksempel har fglgende totalmatrise:

1 2 —-2|-5
1 5 9 |33
25 -1 0 A

Den loddrette streken inni matrisen er praktisk for
a hjelpe oss med & huske at det som star til hgyre for
streken hgrer til hgyre side av ligningene.

Et hvilket som helst linesert ligningssystem kan
lpses ved a gjgre operasjoner pa totalmatrisen til sys-
temet etter bestemte regler. Disse reglene kalles rad-
operasjoner, og den enkle strukturen som tillater at
lgsningen kan skrives opp, kalles trappeform. Dette er
egentlig det samme som vi gjorde i eksemplet i forri-
ge avsnitt, forskjellen er at vi gjgr na operasjoner pa
en matrise, heller enn pa et sett av ligninger.

Radoperasjoner

Folgende tre mater a endre en matrise pa kalles rad-
operasjoner:

1. Gange alle tallene i en rad med det samme tallet.
Dette betyr a gange en ligning med et tall. Vi kan
ikke gange med O.

2. Legge til et multiplum av en rad i en annen.
Dette er & kombinere ligninger til nye ligninger.

3. Bytte rekkefglge pa radene. Dette er det samme
som & bytte rekkefplge pa ligningene.

NB: Hvis du vil dele en rad pa a # 0, kan du altsa
gange raden med é Hvis du har lyst til & trekke fra
et multiplum a av en rad i en annen, kan du altsa
legge til —a ganger raden.

Vi sier at to matriser er radekvivalente hvis vi kan
komme fra den ene til den andre ved a utfgre en eller
flere radoperasjoner. Vi bruker notasjonen M ~ N
for a si at to matriser M og N er radekvivalente.

Eksempel 2.6. Disse matrisene er radekvivalente,
siden vi far den andre matrisen fra den forste ved a
gange gverste rad med 4:

2 510 18210

1 714 1 714
Merk at vi ogsa kan ga motsatt vei: Ved a gange gver-
ste rad i den andre matrisen med 1/4 far vi tilbake

den fgrste matrisen.
Disse to matrisene er ogsa radekvivalente:

3 12 3 112
o sl7]= 16 et
Her har vi brukt den andre typen radoperasjon: Vi la
til —3 ganger gverste rad i nederste rad for & komme
fra den fgrste matrisen til den andre. Merk igjen at
vi ogsa kan ga motsatt vei: Ved a legge til 3 ganger

gverste rad i nederste rad, kommer vi fra den andre
matrisen til den forste. A

Hele poenget med radoperasjoner er at det a utfgre
en radoperasjon pa en totalmatrise tilsvarer a skrive
om ligningssystemet til et nytt system som er ekvi-
valent med det opprinnelige. Vi formulerer dette som
et teorem:

Teorem 2.7. Huvis to ligningssystemer har
radekvivalente totalmatriser, sa er de to lig-
ningssystemene ekvivalente.

Bewvis. For a bevise dette, er det nok a vise at det
a gjore en radoperasjon pa totalmatrisen til et lig-
ningssystem tilsvarer a gjore en gyldig omskrivning
av systemet selv.

Den fgrste typen radoperasjon — a gange alle talle-
ne i en rad med samme tall — tilsvarer & gange med
det samme tallet pa begge sider av en ligning. La oss
si at

ail Qig - Qi | by
er en av radene i totalmatrisen, og at vi ganger opp
denne med tallet ¢ slik at vi far:

(cain) (caiz) -+ (cain) | (cb;)

Dette tilsvarer at vi bytter ut ligningen
a;171 + @22 + -+ AinTn = b;
med den nye ligningen
(ca1)z1 + (cap)xa + - - - + (cain)x, = cb;.

Men det er klart at hvis den opprinnelige ligningen
var sann, sa ma ogsa den nye vaere det. Og siden det
ikke tillates at tallet ¢ som vi ganger med er 0, sa har
vi ogsa det motsatte: Hvis den nye ligningen er sann,
sa ma ogsa den opprinnelige veere det. Altsa gjor vi
ingen endring i lgsningene av ligningssystemet ved a
utfgre denne typen radoperasjon.

For den andre typen radoperasjon — legge til et
multiplum av en rad i en annen — kan vi pa tilsva-
rende mate se at den nye raden vi lager tilsvarer en
ligning som ma veere sann hvis de gamle ligningene
var sanne. Sett at vi legger til ¢ ganger rad ¢ i rad j.
Dette tilsvarer at vi ganger opp den i-te ligningen
med ¢, og legger til resultatet i den j-te ligningen.
Alle lgsninger av de gamle ligningene ma da ogsa vee-
re Igsninger av denne nye ligningen. Dessuten kan vi
komme tilbake til det gamle systemet (ved & legge til
—c ganger rad ¢ i rad j), og dermed ma alle lgsninger
av det nye systemet ogsa veere lgsninger av det gamle.

Den tredje og siste typen radoperasjon — bytte
rekkefglge pa radene — gjgr apenbart ingen endrin-
ger i lgsningene av ligningssystemet, siden dette bare
tilsvarer a skrive ligningene i en annen rekkefglge. [

Eksempel 2.8. Vi gjentar regningen i eksempel [2.4]
denne gangen ved a utfgre radoperasjoner pa total-



matrisen til ligningssystemet:

1 2 —-2|-5 1 2 —-2|-5
15 9 (33 |~]0 3 1138
2 5 —11] 0 |2 5 —-1| 0 |
(1 2 —2]-5
~10 3 11| 38
|01 3|10 |
(1 2 —2] -5
~10 1 31|10
| 0 3 11|38 |
[1 2 —2| =5
~10 1 31|10
|00 2|8 |

Her gjorde vi fglgende radoperasjoner: Legge til —1
ganger forste rad i andre rad, legge til —2 ganger
fgrste rad i tredje rad, bytte andre og tredje rad, og
legge til —3 ganger andre rad i tredje rad.

Den siste matrisen her er pa det som kalles trappe-
form, og da er det (som vi sa i eksempel lett a
finne lgsningen. Hvis vi vil gjgre det enda lettere, kan
vi fortsette med radoperasjoner til vi oppnar det som
kalles redusert trappeform:

1 2 —-2|-5 1 2 —-2|-5
01 310 |~]01 3110
00 218 00 1] 4
1 2 0] 3
~10 1 0]-=2

|0 0 1] 4 |

(1 0 0] 7 ]
~10 1 0]-=2

|0 0 1] 4 |

Den siste totalmatrisen her svarer til fglgende lig-
ningssystem:

=17
y=-2
z=4

Her har vi altsa kommet helt frem til lgsningen. A

Trappeform, redusert trappeform og pi-
votelementer

Vi vil na gi en presis definisjon av begrepene trappe-
form og redusert trappeform. Da trenger vi ogsa et
annet begrep, nemlig pivotelement.

Definisjon. Tallet lengst til venstre i en rad som
ikke er 0 kalles pivotelementet for den raden. (En rad
med bare nuller har ikke noe pivotelement.) A

NB: Nar vi far et pivotelement i kolonnen lengst til
hgyre i totalmatrisen til et ligningssystem, betyr det
at systemet ikke har lgsning. Det betyr altsa at vi far
en rad som ser slik ut:

00---0]b,

der b # 0. Vi skal se neermere pa dette i neste avsnitt.

Oppgave

Finn et ligningsystem med 2 ligninger og 2
ukente, der gausseliminasjon gir en rad pa for-
men

00]|b,

der b # 0.
Hvorfor har ikke systemet lgsning?

Eksempel 2.9. Se pa fglgende matrise:

3 -2 0 2
0 0 5 12
1 8 3 7
0 0 0 O

Pivotelementene her er tallet 3 i den gverste raden,
tallet 5 i den andre raden og tallet 1 i den tredje
raden. Den siste raden bestar av bare nuller, og har
derfor ikke noe pivotelement. A

Definisjon. En matrise er pa trappeform dersom det
ikke er annet enn O-ere under hvert pivotelement, og
eventuelle nullrader er helt nederst. A

Eksempel 2.10. Denne matrisen er pa trappeform:

3 7 6
01 -2
00 2

Pivotelementene er 3, 1 og 2, og hver av dem har ikke
annet enn 0O-ere under seg.
Denne matrisen er ogsa pa trappeform:

-2 7 1 5
0 0 4 9
0 0 0 O

Denne matrisen er ikke pa trappeform fordi null-
radene ikke er samlet nederst:

OO O W
O O
O = O N
O = O O

Denne matrisen ser <trappete> ut, men er likevel
ikke pa trappeform:

O O O ot
S © =~
W N =
—_ o o N

Grunnen til at den ikke er pa trappeform er at under
pivotelementet 4 i andre rad, er det ikke bare O-ere.

A

Definisjon. En matrise er pa redusert trappeform
hvis den er pa trappeform og dessuten oppfyller:

e Alle pivotelementene er 1.

e Alle tall som star over pivotelementer er 0. A



Den siste matrisen i eksempel 2.8 er pa redusert
trappeform, og der sa vi ogsa hva som gjor redusert
trappeform nyttig: Lesningen av systemet kan leses
av direkte.

Alle systemer av linezre ligninger kan Igses pa den-
ne maten. Dette kan formuleres presist, som folger.

Teorem 2.11. For enhver m X n-matrise M,
finnes en m xn-matrise N pa redusert trappe-
form, slik at M og N er radekvivalente.

Vi skal ikke gi et formelt bevis for dette, men heller
gi en oppskrift for a finne trappeform og redusert
trappeform.

Vi finner trappeform ved a:

e velge en rad R med et pivotelement lengst mulig
til venstre, og flytte denne raden gverst,

e skalere raden, slik at pivotelement blir 1,

e gjgre radoperasjoner slik at vi far 0 under oven-
nevnte pivotelement,

e se bort fra det som na er blitt gverste rad, og
s& gjenta stegene over for resten av matrisen, og
sa fortsette med dette til det ikke er flere rader
igjen a se bort fra.

Deretter finner vi redusert trappeform ved a:

e starte med den nederste raden R som ikke er null
(som na har pivotelement 1),

e gjgre radoperasjoner slik at vi far 0 over oven-
nevnte pivotelement,

e gjenta de to stegene over, men na starte med
den nest nederste raden som ikke er null, og sa
fortsette samme metode til vi har nadd gverste
rad.

Eksistens, entydighet og parametrisering
av lgsninger

Nar vi vil 1gse et ligningssystem, er det noen apenbare
sporsmal vi kan stille:

e Har systemet noen lgsning? (Eksistens)

e Hvis systemet har lgsning: Har det ogsa flere
lgsninger, eller bare én? (Entydighet)

I eksempel 2.8 hadde vi et system med entydig
lgsning. Vi tar noen flere eksempler for a vise andre
ting som kan skje.

Eksempel 2.12. La oss lete etter lgsninger pa
fglgende system:

r— 2y=1
—br+ 10y = —1
Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:

1 =21 1 =271
-5 10 | -1 0 0 |4

Den siste matrisen svarer til fglgende system:
rz+2y=1
Oz +0y=4
ligningen 0z + 0y = 4 kan ogsa skrives som 0 = 4, og

den kan ikke stemme uansett hva vi setter x og y til
a veere. Dette systemet har altsa ingen lgsning.

Oppgave

Gi en geometrisk forklaring pa hvorfor vi ikke
har lgsninger i dette tilfellet!

A

Generelt er det slik at hvis vi far en rad i totalma-
trisen var pa formen

00---0]b,

der b er et tall som ikke er 0, sa har systemet ingen
Igsning. Denne raden svarer jo til ligningen 0 = b,
som ikke holder for noen verdier av variablene. Hvis
vi har en matrise pa trappeform der ingen av radene
er pa denne formen, sa har systemet minst én lgsning.

Men et linegert ligningssystem kan ogsa ha mer enn
én lgsning, som vi skal se i det neste eksempelet.

Eksempel 2.13. La oss lgse folgende system:

T +3$2 +2$3 +3£L'4 =16
T, +3x9 + 323+ x4 =21
2x1 + 6x9 + 423 + 614 = 32

Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:

1 3 2 3|16 (1 3 2 3 |16
1 33 1|21 |~]0 0 1 —=2|5
2 6 4 6|32 (000 010
(1 3 0 716
~]l0 01 —2|5
|00 0 010

Den siste matrisen svarer til fglgende system:

z1 +3x9 + 724 =6
$372’I’4:5

Her har vi ikke tatt med noen ligning for nullraden
i matrisen. Det er fordi nullraden star for ligningen
0z1 + 0xo + 0x3+0x4 = 0, eller med andre ord 0 = 0.
Denne ligningen er apenbart oppfylt uansett hva x;-
ene er, sa vi trenger ikke ta den med.

Hvis vi flytter alt unntatt x; og x3 til hgyresiden,
ser systemet slik ut:

x1 = —3x9 — Tx4 + 6
x3 =2T4+ 5

Vi kan altsa finne lgsninger av systemet ved & sette
o 0g x4 til & vaere hva vi vil, og deretter bruke disse
to likhetene til & bestemme 1 og x3.



Hvis vi for eksempel velger x5 = 0 og x4 = 1, sa
far vi fplgende lgsning:

r1=—3-0-7-146=-1

372:0
r3=2-145=7
£ZZ4:1

For a beskrive alle lgsningene av systemet pa en
ryddig mate, kan vi sette xo = s og x4 = t, der s og t
star for to vilkarlige tall. Da er alle lgsningene gitt

ved:
1 =-35s—Tt+6

Xro =S
xr3 =2t+5
$4:t A

Dette kan vi skrive pa vektorform

1 6 -3 -7
T2 o 0 1 0
2| = |5 + s 0 +t 9
T4 0 0 1

Variabler som vi kan sette til hva vi vil, slik som
To 0g x4 1 eksempelet over, kalles frie variabler. Hver
gang vi har en kolonne i redusert trappeform uten
pivotelement, kan vi velge de tilsvarende variablene
som frie variabler. Altsa, i eksemplet over, velger vi
T9 0g x4 som frie variabler, siden kolonne 2 og kolon-
ne 4 ikke har pivot-element.

Hvis vi har et sett med flere variabler enn lig-
ninger, og systemet er lgsbart, vil vi alltid fa
frie variabler. Hvorfor?

Hint: vi kan maksimalt ha ett pivotelement
per rad. Tell rader og tell kolonner.

Nar vi Igser et linezert ligningssystem, og har fun-
net ut at det har minst én lgsning, sa er det to mulig-
heter. Den ene muligheten er at vi ikke far noen frie
variabler (slik som i eksempel . Da har systemet
entydig lgsning. Den andre muligheten er at det er én
eller flere frie variabler (slik som i eksempel. Da
har systemet uendelig mange lgsninger, siden hver av
de frie variablene kan settes til a veere et hvilket som
helst tall.

La oss oppsummere det vi har funnet ut om eksis-
tens og entydighet av lgsninger. For ethvert linesert
ligningssystem ma ett av de folgende punktene veere
sant:

e Systemet har ingen lgsning: Dette skjer nar
vi i redusert trappeform har en rad av typen
[0 0 0 | b | hvor elementet b ikke er lik
0. NB: nar en slik rad oppstar i gausseliminasjo-
nen, kan vi med en gang konkludere at systemet
ikke er lgsbart.

e Systemet har entydig lgsning. Dette skjer nar
redusert trappeform av totalmatrisen har pivot-
element i alle kolonner unntatt den siste.

e Systemet har uendelig mange lgsninger. Dete
skjer nar vi far frie variable. Vi far en fri va-
riabel for hver kolonne (unntatt den siste) som
tkke har pivotelement.

Valgfrihet ved gausseliminasjon

Nar vi gausseliminerer har vi en viss grad av valg-
frihet. Det som ikke er valgfritt, er hva vi har lov
til a gjore, nemlig de tre typene radoperasjoner, og
hva vi vil ende opp med, nemlig (redusert) trappe-
form. Ngyaktig hvordan vi bruker radoperasjoner for
a komme frem kan vi velge selv.

Vi tar et enkelt eksempel for & illustrere dette.

Eksempel 2.14. Vi skal gausseliminere denne total-
matrisen:

0 2 4 1|7

3 8 2 014

5 9 2 414

Her er vi ngdt til & bytte gverste rad med en av de
to andre for & fa pivotelementet i fgrste rad pa riktig
sted. Men vi velger selv hvilken av de to radene vi vil
flytte til toppen. A

Vi har ogsa noe frihet nar det gjelder valg av frie
variabler. Vi kan alltid gjore som i eksempel
altsa velge de variablene som tilsvarer kolonner uten
pivotelement i redusert trappeform som frie varable,
men vi kan ogsa gjgre andre valg.

Eksempel 2.15. I eksempel endte vi opp med
at de to variablene x5 og x4 var frie. Men vi kunne
ogsa ha valgt a la x1 og x3 veere frie, som vi skal se
na.

Vi hadde forenklet systemet til fglgende:

xr1 = —3x2 — 704+ 6
T3 =214+ 5

Vi kan Igse den andre ligningen her for z4 og fa:
xr3 — 5
2

Deretter kan vi sette inn dette i den fgrste ligningen
og lgse for xo:

Ty =

—x1 —Tx4+6
xng
7
7—1}1—5(33‘3—5)4-6771 T 47
- 3 =Tyt

Hvis vi na lar 1 = s og x3 = t, sa har vi fglgende
generelle lgsning:

r1 =S
1 7t 47
T ——5——t+ —
77376 76
Tr3 = t
1 5
Ty = —x3 — =
1T
Eller pa vektorform:
T 0 1 0
I I Y
P e I I N R IS
X4 —g 0 %



Dette ser annerledes ut enn det vi fikk i ek-
sempel men det beskriver ngyaktig de samme
lgsningene. (Du kan for eksempel sjekke at hvis vi
her setter s = —1 og t = 7, sa far vi den samme
lpsningen som da vi valgte xo = 0 og 4 = 1 i eksem-

pel 2.13). A

NB: Det er likevel ikke slik at selv om vi har uen-
delig mange lgsninger, sa kan enhver variabel velges
fri. For eksempel, hvis et system med tre variabler
reduserer til

r+y=3
22 =28
sa kan enten x eller y velges fri, men z kan ikke velges

fri.

Linezere ligninger med komplekse tall

Et linegert ligningssystem med komplekse koeffisien-
ter og lgsning, kan lgses med gausseliminasjon pa
samme mate som i det reelle tilfellet, men det er ikke
fullt sa lett a visualisere. Vi tar to eksempler.

Eksempel 2.16. Vi lgser ligningssystemet
(1-d)z4+3w=2-3i
iz+(1+2)w=1

som har totalmatrise

1—1 3
1 1424

2—-3
1 .

Vi gnsker a kvitte oss med i-en til venstre i den andre
raden. Den fgrste raden ganget med

i
1 °F

i [ 55

Vi trekker dette fra den andre raden og erstatter den
andre raden med resultatet:

{ 1—i 3 2—3i }
S 3i 342

Vi ganger den andre raden med 1—i for a rydde litt:
1—14 3

0 3—-2

2—-3
—2—-3

Oversatt til ligninger blir dette altsa:

(1—i)z+3w=2—3i
(3 —2i)w=—2—3i

Vi fullfgrer ved substitusjon:

w_—2—3¢_-2—3¢ 3+2¢__Z,
T 3-92%  3—-2% 342
2 —3i—3(—i
Lo 238 A
1—1

Eksempel 2.17. Vi ser pa systemet

3x+y—2z2=-1+1
T — 1y =0

Vi bytter rekkefglge pa ligningene, slik at den utvi-
dete matrisen til systemet blir:

1 =i 0 0
3 1 =2 -1+
Vi legger til —3 ganger fgrste rad til andre rad og far
den radekvivalente matrisen
1 —1 0 0
0 1+3i —2|—-1+1

1-31
10

Sa skalerer vi andre rad ved a gange med
den radekvivalente matrisen
0
14+2i
5

Sa tar vi ¢ ganger andre rad og legger til forste rad,
og far matrisen pa redusert trappeform

—3—i | —2+i

{1 0 > == }
1427
5

—1+3¢
0 1 ===
Vi lar z = t veere fri variabel, og far da at generell
Igsning blir

og far

{ 1 —i 0
143
0 1 =

T —2+i 341
5 5.,
y| = 1221 4t 1;31 A
z 0 1
De fleste teoremer i dette emnet er gyldige uansett

om vi opererer i R eller C. Det finnes noen unntak,
som vi skal komme tilbake til i slutten av pensum.
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