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Plenumsregning 5: Vektorrom

Ekstraoppgaver

Oppgave 1
Svar med begrunnelse pa falgende spgrsmal:

b) Er mengden av alle lgsninger (x, y, z) i C3av likningen
x—y+z=0

et underrom av C3?

da O- E(%,g,&36@3| Y‘% +Z “05

Definisjon

IV mengde. To operasjoner:

I.  Addisjon av vektorer: u + v
I1.  Skalarmultiplikasjon: cu

For at V skal vaere et vektorrom, ma vV vere:

o Lukket under addisjon
o Lukket under skalarmultiplikasjon

| tillegg ma vektoraksiomene (V1-V8) vare oppfylt.

Definisjon

Et underrom U av et vektorrom V er en delmengde U < V som i seg selv
utgjer et vektorrom, med addisjon og skalarmultiplikasjon definert pa samme

mate somi V.




TMA4115

5. februar 2025

Teorem 7.9

For U € V, U er et underrom av V dersom
1) Nullvektoreni V liggeri U
2) (u+v)elU VYuvelU (lukket under addisjon)
3y cuelU VueU, cskalar (lukket under skalarmultiplikasjon)
3
Jer: V=€ 0-5
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Vi lgser opp parentesene og flytter litt rundt pa leddene:

Uy Ug U VIV Yy
—_— —
=0 =0

=0 +

= (Z+7)eS

Dermed er S lukket under addisjon.

N4, er S lukket under skalarmultiplikasjon?

@E zeS VYV neS, ce Ol

Vi lar u veere en vektor i S. Da vet vi at u; — u, + u; = 0:

% ="("*Lt)"*‘».aJl“%) es > U - Uy +Ug =0
celd

cu blir da:

O’Ii :'C'(/LL‘IJMAJ{UB> - CO!L;,%,UX/&)
b S W RS
X Yy &
Vi sjekker om cuer med i S:
rx-f% +r2=01
Cuy~Cug + C Uy
- (w157 % ) =9

L >
—~—

=0
Jorcti & e§
= e S

Ettersom betingelsene (1)-(3) er oppfylt, kan vi konkludere med at S er et
underrom av C3.

Suen: O er ek undwrom awr @S:Fad.u
Lctinggmne: (D-@) & oppifyr-
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Merk: Vi skiller mellom reelle og komplekse vektorrom. F.eks. kan vi betrakte
C3 som reelt og komplekst. Les mer om dette i kapittelnotatene. Relevante
oppgaver: Oppgave 1 d) og e) fra ekstraoppgavene.

c¢) Er mengden av alle lgsninger (x, y, z) i C3av likningen
x—y+z=1
et underrom av C3?
c) W = Z(%g,z)eﬁl X-yr & = | 3 , v=a?
& W b unawmom cwr €21

-

d) & 0, - (00,0)e
Lbéf %—g+z;=f—ﬁr 7

0-0+0=0+1
> 0,4 W

Ovar: Wer TRKR ¢t aundavam cw@g ]{ofd;o O ¢ W/

Oppgave 2
La V vere et vektorrom, og la U, og U, vere to underrom av V. Hvilke av

falgende pastander kan vi da konkludere med?

a) Unionen U, U U, er et underromav V.

U LU,
4

DU, = 1 eV | el oglewsr &el),
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& UUU, ex undwrom o /7

NET Vi Hou d HOTRKRSEMPR |

Merk:

e For a vise at en pastand stemmer, ma vi vise at den holder for alle
mulige tilfeller.

e For avise at en pastand IKKE stemmer, er det nok a finne ett
moteksempel.

do V=R
4 U = iu, [ eR” ,u& OS - b
\ Ug\"i_\-f}" Vﬂem ) V1=03 l/(d-fw_buf

| Teorem 7.9
@ gf 5}{1:[2] > U,UU‘;{?_
311, ]Lcrcbl [g]eu (@6 {e@&uidk UL)
@ Er Cl/i*';’})é OLY, V&,V ekl.?
!
NEL i:[O]E’W
7]
= 6U1J

Ty m [ﬂ [ ‘1] d ULy, X
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Svar: J,0U, er IKKE ek unctrrom (o V) gprorsem
Oppgave 7
La V vere et vektorrom. Vis at fglgende pastander falger fra vektoraksiomene.

;

(Vl) (u+v)+w=u+ (v+w) for alle vektorer u, v og w.
(Vektoraddisjon er en assosiativ operasjon.)
(V?) u+ v = v + u for alle vektorer u og v.
aksiomer (Vektoraddisjon er en kommutativ operasjon.)
for
addisjon (VS) Det finnes en vektor 0 slik at u + 0 = u for alle vektorer u.
(Vektoraddisjon har et identitetselement.)
(V4) For hver vektor u finnes en vektor —u slik at u+ (—u) = 0.
(Vektoraddisjon har inverser for alle elementer.)
\
'
(V5) (ab) -u = a- (b-u) for alle vektorer u og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er kompatibel med multiplikasjon av skalarer.)
aksiomer (VG) 1-u = u for alle vektorer u.
for (Tallet 1 er identitetselement for skalarmultiplikasjon.)
skalar-
multi- (VT) a-(u+v) = au+ av for alle vektorer u og v, og alle skalarer a.
plikasjon (Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av vektorer.)
(VS) (a +b) - u = au+ bu for alle vektorer u, og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av skalarer.)

\

b) Hvis u + v = u + w for tre vektorer u, v, og w i V, sa folger det at
V=W.

Ver: V/ wasorcom
, v, weV

w+v =+ @

Vil wiae: v = oo
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Bets:
AN
Sc g @ -E-
Vi bruker V2 pa begge sider - addisjon er kommutativt. Dvs u + v = v + u.
= -~ — N
VL = W+ Ve
Fra V4 vet vi at u har en additiv invers —u. Vi legger til —u pa begge sider av
likheten:

(G-2)+ )= Gra)- () vy

Sa bruker vi V1 pa begge sider. Altsa at vektoraddisjon er assosiativt - vi kan
sette parenteser der vi vil.

v +(LT.+(’®> - i)+<i+(-6;)> V1

Na bruker vi V4 igjen. At u + inversen —u er 0:

s Y -~ — ’
v 3 = W o} VH
Til slutt bruker vi V3, at det finnes et nullelement, sa v + 0 er v.
v o= ® v3 0O

Oppgave 10
a) Finn en basis for »,. Vis at det faktisk er en basis.

x
’Pg\-:ia,&:!"ko\")(,“'&o &&,&.,aaeﬂ{,j

P, er altsa mengden av polynomer med grad 2 eller lavere. Merk at i
utgangspunktet kan koeffisientene vaere bade reelle og komplekse, men la 0ss
jobbe med reelle tall na.

Vi foreslar en basis, og sa sjekker vi at forslaget vart faktisk oppfyller kravene
for & veere en basis. Vi kan f.eks. velge (1, x, x2).

L%’w /@=C{,rx,rx“'\
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Definisjon

En basis for et vektorrom V er en mengde
B ={B1,B2 -, Bn}
vektorer i V som oppfyller falgende betingelser:

1) Vektorene spenner ut V, dvs. Sp{B, B2, .-, Bn} =V.
2) Vekorene er lineart uavhengige, dvs. c; 1 + o2 + -+ ¢, B =
0 © c;,=c,=...=c, = 0forc; skalarer.

@ er SPEM’X,&Q‘J “-%7

Sp {1,0{] ,XKIJ = ol +bx+ c,-'ka v (x,'o,c,e,li/

=

2

e

@ & lf'x,yz' TR

Jo, Jordti ol v xrex =0 < asb=c=0

©®

:—@ Clx, ) o e leams Jor 1)

M b- Cl, -1, (1Y) (4w mrr)

b) Hva er koordinatene til polynomet p(x) = 1+ 2x + 3x?2 i basisen du
fant for »,?

EONEENEE
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'y
L‘D JrJfUﬂL mg., abb,c Utuc -{-or Uk a,-{+b-'X+C’)(ﬂ/
= { +Q’X+%’XQ.7 ”

&"“‘b-')(*’ C/\(q\"' [+ + 39{2’

c-3

> [l*Q%*—g’xi] i
B 13

—

——

Eksamen Kont 2019

Oppgave 2
La A veere en reell m X n-matrise.

a) Skriv ned definisjonen pa nullrommet til A. Vis at nullrommet er et
underrom av R™. Vi ser pa matrisen

2 4 0
A=|-5 —4 6]
1 -2 -4
Amwn . e
9 4 0

A3x3=
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Definisjon

Nullrommet til en reell m x n-matrise A er lgsningsmengden til likningen
Ax = 0, altsa delmengden:

NullA = {x € R"|Ax = 0}

av R™.

Nl & = (e [A% -3 Y
Teorem 7.9

@ @f Smbﬂ;[ ]

%
e[ 1
b B AR =3 Hor -3 1
qu)m e doac %hu—#&b—/@wﬂfmﬂ\p

© OG0

éawc, AB =D

@ & (2?)eNws £ ¥ T 7e Nl #
Le & Pﬁ(ﬁfff’)"'ﬁ ?
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@gr e Ny A ¥ ZeNuwsA | cel®

L= Al) =B 7

Al _‘CJA('@,=C/6 -0
)
o

évw:©~@ Mo ok Nt A o ¢ ynduvom MR}

e

| nullrommet til A? Finn en basis for Col A og en basis for Null A. Bestem
dimensjonen pa disse underrommene.

b) Ligger

| d
oo 7|2 vl

- | ]

Gjareliste:

1. u,v € NullA
Basis for Col A
Basis for Null A
dim Col 4

dim Null A

ok wn

@L)UQG—,NLL,(LPY !
Le NG -0 (

11
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A" |5 -4 6 |[d |=|-9] #0
=L H L |

= Ld Nuu A
LL>\7eNm AT
2 o012 [0
AvV=|-S 1 G170
| 22 4L 0o

Definisjon

Kolonnerommet til en reell m x n-matrise

A=la; a; .. a,]

er underrommet av R™ utspent av kolonnene i A:

Col A = Sp{a,,a,, ... ,a, }

Fremgangsmate:

I.  Gauss-eliminer A.
ii.  Finn pivotelementer.

ili. Kolonnene i A som har ledende enere i den reduserte formen

danner en basis for Col A.

5. februar 2025
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Vi skal finne dimensjonen til kolonnerommet:

Definisjon

IV endeligdimensjonalt vektorrom. Vi definerer dimensjonen til VV, dim V/,
som antall vektorer i en basis for V. Hvis S er en basis for V har vi altsa

dimV = |8].

Siden det er 2 elementer i basisen for kolonnerommet til A, s har dette
underrommet dimensjon 2:

B o Cot k=L (rame (A))

Merk: Dimensjonen til kolonnerommet til A, dim Col A, kalles ogsa for rangen
til matrisen. Vi kan altsa skrive at dim Col A = rank A.

Deretter finner vi dimensjonen til nullrommet vha. et resultat fra
forelesningsnotatene:

Teorem 7.27

La A vare en m X n-matrise. Da er

dim Null4 + rankA =n

@dﬂw Nus & +rade &5 =L

irr N N = —rande A = 3-Q
? —
2 holonns
LA

I



TMA4115 5. februar 2025

) Nuus- A= =5{ 7 - @ﬂﬂi

‘%

Oppgave 12
La A veere en m X n-matrise hvor m < n. Hvilke av falgende pastander kan vi
da konkludere med?

a) dim ColA >0

o) A mene dim ColA >0

NEL [ooo] Jng puskeruss
Al0 00O > dm Col A O

b) dim Null A > 0

/b') ér . '\]LLM 757 7O oo 1ﬂ‘r‘ﬂw\ﬂ. mif\,!

m<n = ﬁ:%{ow > 4 rodur
Bred nupkise” [ ]
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Dette betyr at det finnes koeffisienter der ikke alle er 0 som gjer at vi kan fa en
lineerkombinasjon av kolonnevektorene til a bli O:

= 30,04, Cn Y o O pa

> N - -

CyVy "—CQVJL TGV T O
Altsa, det finnes ikke-trivielle lgsninger av det homogene likningssystemet:

= = ~ ..y

= 470+ 0 na AT =0

Disse ikke-trivielle lgsningene er elementer i Null A:
S

= ce N A

Og siden nullrommet ikke er tomt sa vil dimensjonen vere stgrre enn 0:

= g Nulk 5 >0

15



