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Plenumsregning 7: Projeksjon

Eksamen hgst 2015
Oppgave 6
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Finn en lineserkombinasjon av u og v som er ulik nullvektoren og som er
ortogonal til w.
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Definisjon (forkortet)

En ortogonal mengde er en mengde av ikke-null vektorer u; u,, ..., u,, s.a.
(ui'uj> =0

Yu;, u; i mengden med i # j.
ir %y g )
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Vi vil senere se at det finnes mange ulike indreprodukt, men nar det na ikke er
spesifisert, bruker vi skalarproduktet/prikkproduktet:
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oH-2-2)+b(4-2-4)= 0
- =2b

Ettersom vi kun trenger a finne én vektor x som er en lineeerkombinasjon av u
0g v, sa kan vi velge verdier for a og b, sa lenge —a = 2b:

Ao OL.=Q)b——-1
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Det er lurt a sette prave pa svaret, og det kan vi f.eks. gjare ved a sjekke at x og
w faktisk er ortogonale:
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Ekstraoppgaver
Oppgave 1
Vis at vektorene

2l

Utgjer en ortogonal basis for R3, og finn koordinatene til punktet F] I denne
basisen. '
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Teorem 9.10

En ortogonal mengde er linegert uavhengig:

{v,, vy, ..., v} ortogonale = {v,,v,, ..., v, } lineart uavhengige.
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iIkke skrive en av vektorene som en lineeerkombinasjon av de to gvrige.
Eksempel: Det finnes ingen mate vi kan kombinere to vektorer i xy-planet for a
fa en vektor i z-aksen. Altsa ma ortogonale vektorer vere lineart uavhengige.

OBS! Det motsatte (at lineaert uavhengighet medfarer ortogonalitet) er (pa

generell basis) ikke sant! N
Thoan

4.10
I) Uu,\—/bl 00 ofl—ogonm — Ci, ﬁ, 0 /&n_(fa,(fh

Tidligere har vi brukt Teorem 5.14 som sier at n linezrt uavhengige vektorer i
R™ vil spenne ut R™. Spennet av en mengde vektorer er jo alle
linezerkombinasjonene av dem.

Teorem 5.14

V4, Vy, ..., Uy €r lineert uavhengige & Sp{v,,v,,...,v,} = R"

| dette tilfellet har vi 3 lineaert uavhengige vektorer i R3, og det er klart at alle
linezerkombinasjoner av disse vil la oss na alle vektorer i R3, altsa spenner de ut
R3:

m D =2 . S

l[) LV, W 3 finuaoh wrtors + K

Thm
3
5, -
=4 5’,)%’(1, v, 03I
Vi husker jo ogsa definisjonen av basis, sa siden de ortogonale vektorene vare

bade er linezrt uavhengige og spenner ut vektorrommet, sa danner de ogsa en
basis:

Definisjon

En basis for et vektorrom V er en liste

B = (BerZI""Bn)

av vektorer i V som bade utspenner V og er linezrt uavhengige.
0-L)

—_ = A . 3
=7 4,V W o@ﬁmm or IR
Deretter skal vi finne vektoren y i $-basisen:
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Oppgave 2
Finn det ortogonale komplementet til underrommet utspent av
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Teorem 9.12

dim(U) + dim(Ut) = dim(V)

Thm
i’j‘f&\) 1’25 2 im(VU)=3-2 -1
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Oppgave 3

1
Lav = [2]
3

1
a) Regn ut den ortogonale projeksjonen av u = [0] pa v.
0

Vi har na fatt oppgitt to vektorer, u og v. Vi skal finne den ortogonale
projeksjonen av u ned pa v. Dette er en ny vektor, kalt projeksjonsvektoren:

’lﬂicvtcggj

F)

@) - 54%%“ o W ned g &

= Cn wUdor Nvoc I8
ortogoaat s L
D (®) = -V
6() C
H&OL/\M_ c Vek ak
A NV =0
aj~<;\73'\7 =0
L_Y__)
vl
Tav, 7 T,




TMA4115 19. februar 2025

[ -
|

Ll =1+0+0- |
3

=
<v
SO —

191 %- (V12 ~ 22+ 3%)% = 14

> P, (&) -5 42,3

(Kilde: Khan Academy (2009, 26. oktober). Introduction to projections | Matrix
transformations | Linear Algebra | Khan Academy [Video]. YouTube.
https://www.youtube.com/watch?v=27vT-NWuwO0M)

Projeksjoner (ortogonale eller ei) brukes i mange praktiske sammenhenger. |
byggeindustrien kan det vaere hensiktsmessig a finne ut hvordan skyggen til en
hayblokk forplanter seg i omgivelsene. | spillindustrien kan projeksjoner brukes
for a transformere tredimensjonale objekter til en todimensjonal skjerm.

b) Finn standardmatrisen A til Py .
5
P\? : \Rs — R
oo o)

M'cf’t’h'- ?m:u_ A SO\ . Pv*(a)= A(f.,

Vi husker at standardmatrisen til transformasjonen er bestemt ut ifra hva den
gjer med standardbasisvektorene:

(] " 0] Ke,
B2, 0], e ]| &[0
0. 0| !
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https://www.youtube.com/watch?v=27vT-NWuw0M
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c) Gi et geometrisk argument for & avgjgre om B, er surjektiv og/eller
injektiv.

@ Pv*s l‘,ﬂjeld'.\\l?

Teorem 8.9

En lineartransformasjon T: V — V er injektiv & ker(T) = {0}.

P inemy €7 ke (Ps) = e

10
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Transformasjonen vi ser pa, P,, finner projeksjonen («skyggen») av vektorene
den tar inn ned pa v. Alle vektorer som star vinkelrett pa v har ingen slik
skygge, og sendes til nullvektoren. Det finnes uendelig mange vektorer som star
vinkelrett pa v:

&
£,

-~
! 3
Men Pv(?) -0 V¥ & Or#oaonaj. (53- v (oﬁcﬂj;m’:
WY~
L*>:_'yoa Mangk ¥ e no. ?\—;-(‘72"0 v

M.a.o., det er ikke bare nullvektoren selv som sendes til 0, det er faktisk
uendelig mange slike vektorer som sendes til 0. Dermed kan vi konkludere med
at P, IKKE er injektiv:

HonMdom Pv‘ TKKEK u})u;hv

@ Ye w}wiv?.

11
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Teorem 8.14 (forkortet)
T:R™ - R™ lineaertransformasjon. A er standardmatrisen til T.

Da vet vi:

T surjektiv & Sp{kolonnene i A}=R™.

?7 Wéw-?\/ &> sz/?{obwru_i AB = R3

P\‘}‘ Wl}aﬂf ned p& T

ﬁ;’{)_? TKKRE swduﬁ%\/
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d) Gi et geometrisk argument for a bestemme dimensjonen til
ker(P,),Null(4), im(P,) og Col(A).

P RP—= R
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Bildet av til P,, altsa alt denne transformasjonen treffer, ligger pa samme linje
som v. Bildet er altsa spennet av v:

um (P\?J = 5?{_\7 }

Dette underrommet spennes ut av én vektor og dermed er dimensjonen lik 1:

= gim (m(P) =1
Videre vet vi at bildet til P, (alt funksjonen treffer) er lik kolonnerommet til A

fordi matrisen A er standardmatrisen til P, (dette er en del av Teorem 8.11).
Teorem 8.11 (forkortet)

Apixn. T:R™ - R™ lineaer transformasjon gitt
ved T(x) = Ax.

Da er ker(T) = Null(4) og im(T) = Col(A4)

Hvorfor dette resultatet holder lar jeg veere opp til dere a finne ut av. Hint: Bruk
teoremet med mange ekvivalente utsagn for inverterbare matriser!

Nar bildet til transformasjonen og kolonnerommet til matrisen beskriver samme
mengde, ma disse underrommene ngdvendigvis ha samme dimensjon:

i (CoL (A = dim (im (P) = 1

Herfra ma vi bestemme dimensjonen til kjernen til linezrtransformasjonen
P, og til nullrommet til matrisen A. | forrige oppgave sa vi at det er flere
vektorer enn bare nullvektoren som sendes til nullvektoren — nemlig at alle
vektorer som star ortogonalt pa v vil sendes til 0.

P\—(\(Y)‘;g N4 5?6;\’\{3 o(k)(dorwJ =2 v

| R3 er det to linesert uavhengige vektorer som star ortogonalt pa en vilkarlig
vektor x (som ikke er 0). Hvordan vet vi det? Jo, fordi ortogonale vektorer er
linezert uavhengige. Og vi vet at vi har 3 lineart uavhengige vektorer i R3, altsa
har vi 2 lin.uavh. vektorer som star ortogonalt pa en vilkarlig vektor. Dermed er
nullrommet todimensjonalt:

R har 3 Linoucuh. Wekdons
LPU((M. k/\rvb 3 OFLO?O!’\OVL}- seltors 4 R
AOm aasaaur,(m.uuau%.
= {u\m 2 wtory Hom uorlo?ou,u
Pl v

= e (N (A =2
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i (N(B)) = tim (Hur B2)) =2

Oppgave 7
La

w2 ow=[}]

e Finn den ortogonale projeksjonen av u pa v.
e Tegnu, v og projeksjonen i samme koordinatsystem.

e Hva er vinkelen mellom vektorene?

<L

14
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Eksamen hgst 2018

Oppgave 6
Finn en ortogonal basis for underrommet av R* utspent av disse vektorene
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Gram-Schmidt-metoden:

basis uy, u,,..., uy:
u1 - v1
U, =v; — py,(v2)

Uz = V3 — Py, (V3) — Dy, (V3)

k-1

U =V — z Pu; (Vi)

j=1

Gitt en basis v, v,, ..., vy, kan vi vha. fglgende prosess finne en ortogonal

Visuell forstaelse av Gram-
Schmidt-metoden:
https://upload.wikimedia.org
/wikipedia/commons/e/ee/Gr

am-
Schmidt orthonormalization
process.qgif
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