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Plenumsregning 8: Mer om projeksjon

Ekstraoppgaver

Oppgave 1

Vi ser pa indreproduktrommet av kontinuerlige funksjoner fra [0, 1] til R,
C([0,1]), med indreproduktet definert i Teorem 9.24. Regn ut indreproduktet,
finn vinkelen og avgjer om de er ortogonale:

a) —x oge*

Teorem 9.24

Operasjonen
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Eksamen hgst 2019

Oppgave 5
LaV = P,(R), dvs V er vektorrommet av alle polynomer av grad 2 eller lavere

med reelle koeffisienter. La (-,-): V X VV — R veere gitt ved

(), q(x)) = fo P()q(x)dx

a) Oppgi definisjonen av et reelt indreprodukt. Vis at funksjonen (-,-) er et
indreprodukt pa V.

V=3 @

( > \/ X \/ ﬂa-/ /
< p(x), qr(%)> J P(vﬂa(x)dw 5
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Definisjon

Et indreprodukt pa et reelt vektorrom V er en funksjon (.,.): V X V - R som
oppfyller:

1) (v,w) =(w,v) (Symmetri)
2) (v,aw + bu) = a(v,w) +b(v, u) (Linearitet)
3) (v,v) 2 004g(v,v) =0kundersomv =0 (Positivitet)

Vi sier at IV, sammen med et valgt indreprodukt, er et indreproduktrom.

D < p(x), qr(’x)> : <q(’x), p(’x)>

Indreproduktet er symmetrisk fordi rekkefalgen ikke spiller noen rolle nar vi

multipliserer polynomer:
( I

]

Jp(fﬂ g (%D dx =J@(¢D-p(’ﬂd’k
o

udozﬁw P04 () =g()plx)

Deretter sjekker vi linearitet:

@ <pC’><3 &qm +hr(x) > &<P(ﬂ q{(x)>+lo<P('x3 r‘(x7>
j o () (aq(«%brc«ﬂ ok - J ) g ) + bpldr ) dx

- a Jp (x)g ()elx + /er pl0)r(x) o('x
L_ﬁ/——J ~
&(p('x), q@ﬂ) +}r<p(x),f(’x)7 [s/4

Vi sjekker om indreproduktet av et polynom med seg selv er positivt:

&
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/
i) <pla), pb)> =0 & pl) =0

_/(a(w))ztabc ?anlomti GD(’X»Z:O = p(%):o al

0

@ h@ (p(x))2 er selv et polynom,

— < , > er ek INDREPRODOKT og den eneste maten vi kan f4

et polynom til & bli 0 pa
(globalt) er dersom alle

Eksamen var 2022 koeffisientene er 0, dvs
p(x) = 0.
Oppgave 4

Bestem om funksjonene

i)=1,  falx)=x,  f3(x) =sin(x),

er ortogonale i indreproduktrommet C([—m, ]), nar indreproduktet er definert
ved

(.9 = | Feog@adx

Hvis ikke, finn en ortogonal basis for det linezere spennet span(fy, f>, f3) ved a
bruke Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetode.

/(f' CA=1 4200=x ﬁf:,)('ﬂ = ok ()
{497 =_jvf(fﬂg(’x7dq
D F1 4. fo otagorors!

%M’{L: as% Od'O(aiD(wﬂ-{z? <"0E|%> =0
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= ) orto?jo(\a,h.
61 69*: cos () =cos(~x)
<’d{; fg,) - ﬂ snG)dx = [-costd] = -coslm) - (- cos (<))
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J%M(«)dxcm Q/! cLx

= _rxcos(x) +—J cos{x) dx
=-ncos(x) +malx) +C

<d’g_ - > - [*'x cos(x) + Mnﬁwﬂ:

= -7 cos(30 + () - (" (0 cosl)+ W(‘ID

— e 2 Y
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Vi utfgrer Gram-Schmidt;

o M, () :61(00 =1

| forrige del av oppgaven sa vi at f; og f, var ortogonale ettersom
indreproduktet var 0. Altsa trenger vi ikke ortogonalisere f5:

S .o odogonans ) ran vt a0 -4y =x

-4, - >y <zf=,,.h>
Lny i o <k >

Vi gjer mellomregninger:

Symmetn L"'L ﬂ"a—

<ffazh,> <‘%:i> <f}’~"0(3 =

£ A,Al>=<’k,'>r5‘-/fx hx = [ocjf ig
f::ldmwf‘ hfﬂﬂf
Sy & Shdy? = <G40 =0

Vi setter inn i uttrykket for hs:

A
= MN(x) — /Qﬂ &

N (1}% )mgmﬂmo(j&f 3:’%({"64—0{3.7}

Merk: | denne oppgaven har vi gjort flere utregninger for integraler av sinus og
cosinus. I det offisielle Igsningsforslaget til eksamen har man forenklet en del
utregninger ved a benytte at x og sin(x) er odde funksjoner.

— 52 X -0
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Eksamen hgst 2023

Oppgave 5
e Avgjegr om polynomene

p®)=2—-t, qit)=1+t*> og 71r(t)=1+2t—3t?

er lineeert uavhengige eller ikke i P,(R), vektorrommet av reelle
andregradspolynomer.

e Finn sa ut om p og q star ortogonalt pa hverandre med hensyn pa
indreproduktet

2
(£,9)= ) fUg(k), g € Po(R)
k=0

pl=2-t g =1+t =1+ -3 V-Z(R)
D p,a,r sinuam’

‘3-=C1,Jc,lsk)

e

Q-JC‘*'O{:&: 0.-f+b-E+L'tL
Qd=a —F+ =2 E <
-t=bt ®b=_{ => [p]@ | ¢ o

2 2
OL"=ck™ =cCc-=0

Jilsv. [q_]ﬁ‘ (l) (g»(at [r]p‘ 2
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ot A Mnuson. €2 au(A)+ O

O
dx(R) = lg{-_p(«(:tm ~9(21-16) = -3 =+0

=> p,q,r MW

Pxﬁ— or\—o(d—on(k.h_.?.
L
<OQ'%> -—Eﬂu%w g € R(R)

__.‘&_,1
P,zp L(a/m(u,&f‘) L(;z-,ug,u, )

k=0
=(9-0+20-0°) + (Q-A+212=(*)+ (2’—9@3 - 9?)
- " - e
2 oL 2
ﬁ_z:f_#: o = P ﬂ_ TKKIE OF{'OCU‘M.H- :‘(Qf(bv <P:ﬂ7#o
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Eksamen kont 2021

Oppgave 8
Vi ser pa indreproduktet

1 2T
(1.9) =5 | FIgedx

pa rommet C([0,2m]) av kontinuerlige funksjoner fra [0,27] til R.

a) Finn en ortonormal basis for U = Sp{sin(x), cos(x)}.
AT
_L
<UQ| (3> éz;rg ?jm%@ olx
€(loarl) [oaed =R

0) D= p g mn b0, cost)]

ortonormal basis

0 Ortogonad. Jyests O"—gr U

| ar
), costo = Ze ) i) cosd) dx (B

Merk: Ogsa her kan vi bruke egenskapene for
&TjL(L ] odde og jevne funksjoner til & forenkle
: A :M‘ﬂ) utregningene. F.eks. er sin(x) odde, dvs
| sin(—x) = —sin(x), og
W = C.Ob(')o fozn odde funksjon dx = 0. A integrere fra

0 til 27 istedenfor —m til r gir samme resultat

M = uj CLX’ poa svmmetri oa periodisitet.

éﬂ- p& jMﬂ(X)CDb(X) d:)( =ju.w =Judu,*§'u"+c,
yTe
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Deretter setter vi inn i indreproduktet og regner ut det bestemte integralet

2T
I _J
® { pink), o)) =2y [’j‘v )]
L 2 | . 2
=QT{'[—-'I}:~(\ ) -z (0)) =0
a (QW 2 ( ) =2
= i) coslx) Ortogorad Lenis Uﬂw O

Ettersom sin(x) og cos(x) allerede er ortogonale trenger vi ikke bruke Gram

Schmidt. Na ma vi lage oss en ortonormal basis. Dette gjar vi ved a finne
lengden av funksjonene, og dele hver funksjon pa sin respektive lengde

@ Ortonormad Ve Uo( 9,

I mr\(x\\l = <mr\® )7 = QTFJ 2in () dx

;—\f-——J

=2 (1= cos(@:))

Vises Vi Eulw {Or‘le

e = cos(x)+Lsin(x)

2 Uy
I cos 6= J cos

——

71+ el2)) Ruwes foruent !

Lol— -

= lleos (=15
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i) -3 A cosxd _ ()
ANl %_0«_1&@_ |l cos(x))) T2 cosl

(2:.16\5/}0\&) fﬁcos(‘x)v ortonormed Jyaais xﬁy e
(R N

b) Regn ut den ortogonale projeksjonen av f(x) = x ned pa U.

M) 4o =x B, (6a) =7

Polgoa) = RO - B -

r‘h — T
447, <Y
G A" L g

Mwmmﬁw

1

= ~drn(x)

c) Forklar hvorfor cos(x + 77/4) er i U, og finn koordinatvektoren til
cos(x + 7T/4) med hensyn pa basisen du fant i a). (Siste del ikke
gjennomgatt)

12



TMA4115 26.02.2025

2) @ Hoodor cos(x+Z)e D

Vi bruker addisjonsformelen og observerer at cos(x + %) kan skrives som en
lineserkombinasjon av de ortogonale basisvektorene:

(Yo e W Eof‘w\uJL
N \& _ \ ] O
+ - = - = (x) (=
cos(x ) =cos(x) cos(",,‘[) AN M Lt)

- +

== cos(%*%) U\-S)Uk Jon Koo, g bossts -
Uhhoreans “ i (x) O{a cos(x)
= cob(’x-*j% )e U

Na skal vi vise finne koordinatvektoren til cos(x + %) ved a skrive den som en
lineeerkombinasjon av de ortonormale basisvektorene:

Q) cos('x+§)=ad’1+,Qrd,_ abeR ab=!

Il

—

(,oatﬂ-cos(g) = 24n(x) nim(%) = OC— <)+ o

= ges( *gf:)ﬁ jll* é:.’

e
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