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Plenumsregning 10: Egenvektorer,
egenverdier og diagonalisering

Oppgave 1
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1) Finn egenverdien(e) til A

2) Finn egenvektorene til A

3) Avgjer om A er diagonaliserbar

4) Dersom A er diagonaliserbar, finn P og D slik at A = PDP1,

e
A=|1 OO
OO0 d3
@@amvu’dp@‘ & gux (A-AT) =0
-A -1 O
ok (A-2T) { e Ak NEEN(ENEEH
0 0 3a)| -2+ =0

1 - + \__V___);_V—)
22 = O "L+1—O

37\13 _?zl =€
A ,=-C
3

@ ?%,\wuon/ < (A2 1%, =0 ¥ e3l,3]

O
L) l’/\lf{’;] CA—3D$<> -5 = 54):[0]

1
N (AT -8 —>H 1
)Pz Y g é



TMA4115 12. mars 2025

W) =< (A-COI)Z -0
) 2 ) Mdlomn‘a{\me\: 4
(¢ -1 © O ~C—‘Q L(-0) = -C%=
1 ¢ ©O 0 . A
L0 0 3-tl0|@0 GB35 (D) ~al-10
AL 0 Oa;l 1 ¢ OO
A1 olo|ld)y~] 0o O 0|0
o0 1olo /o) 00 {10
% rlg, =0
= Z =5 sc C
éfo

Z -
2——{.2; —[1]5 Vsc—,@\{os
0

.
) L

1&534 z“ ]
O |

@ A Gl;ap(}onabberbaf <

Definisjon

Apxr, diagonaliserbar hvis A = PDP~1 m. P inverterbar, D diagonal.

Teorem 11.3

A,y n forskjellige egenverdier = A diagonaliserbar.
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Oppgave 4

LaT: P, — P, vaere lineertransformasjonen som deriverer
andregradspolynomer:

T(ax? + bx + ¢) = 2ax + b.

a) Finn matrisen A til T med hensyn pa basisen (1, x, x2).
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Tl + <) = Aax+ b 3
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Standardmatrisen A for lineaertransformasjonen er bestemt ut fra hva den gjar
med basisvektorene:

- [T, [T6, Be36)

Vi starter med a finne ut hva transformasjonen gjer med den farste
basisvektoren, altsa deriverer vi polynomet 1:

: ]
J) -y =0
Deretter uttrykker vi det resulterende polynomet som en lineeerkombinasjon av
basisvektorene. Dette lar oss finne koordinatvektoren [T(1)]4:
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OBS: Legg merke til rekkefalgen pa koordinatene! Disse ma stemme overens
med rekkefglgen i basisen (konstantledd farst).

Vi gjentar prosessen for de resterende basisvektorene:
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Dermed gjenstar bare a fylle inn kolonnene i A:
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b) Finn egenverdiene og egenvektorene til A. Er A diagonaliserbar?
chak (A - P\IB =0
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Teorem 11.2

A,y diagonaliserbar & A har n lineart uavhengige egenvektorer.
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Oppgave 8
&1

Z
Lad = [ 7T, ] veere en 2 X 2-matrise med r;,, € R og z € C. Utled en

Z

formel for egenverdiene til A. Vis at egenverdiene er reelle.
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Ettersom (r; — 1,)? er et kvadrat MA dette leddet veere positivt.
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Oppgave 5
Finn en eksplisitt formel for A™ narn > 0 og
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Oppgave 6

Skriv ned definisjonen av en diagonaliserbar kvadratisk matrise. Vis at en
diagonaliserbar 2 x 2-matrise med egenverdi med algebraisk multiplistet to ma
veere diagonal.

Definisjon

A,y €r diagonaliserbar hvis 3D,,,, diagonal og P, ,, inverterbar s.a.

A=pPDp?!

Definisjon (forkortet)

Et n-te gradspolynom har n komplekse lgsninger (nar vi teller med
multiplisitet). Nar A, er en lgsning til det karakteristiske polynomet med
multiplisitet m, sier vi at A, er en egenverdi med algebraisk multiplisitet m.
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Eksamen hgst 2018
Oppgave 7
La R veere fglgende matrise:
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Eksamen hgst 2014

Oppgave 4 (forkortet)
Gitt matrisen
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a) Avgjer om A er diagonaliserbar.
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Definisjon

En reell matrise kalles symmetrisk dersom 4 = AT.

O I
AT= 02 A
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Teorem 11.14

La A veere en symmetrisk n X n-matrise. Da har A n
reelle egenverdier (talt med multiplisitet) og A er
diagonaliser (som en reell matrise).

T
AN = A diagonass enoas

b) Finn en ortonormal basis av egenvektorer for A (ikke gjennomgatt).

b) wA(A-AT) = A (a-2)" = N0 Vv N=3 (axﬂ.mml)
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Deretter lager vi en ortogonal basis av egenvektorer:

O (RON AW \cuss®

Fra Teorem 11.16 vet vi at v, er ortogonal pa v, og v5 — Dette fordi de er
egenvektorer til forskjellige egenverdier:

Teorem 11.16
La A veere en reell symmetrisk n X n-matrise.
Egenvektorene til A tilhgrende to distinkte

egenverdier er ortogonale.
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Vi ortogonaliserer sa v, 0og v3 vha. Gram-Schmidt:
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Til slutt normaliserer vi vektorene for & finne en ortonormal basis av
egenvektorer:
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D er matrisen med egenverdiene langs diagonalen:
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1 -1z 6/
[ (TR R T R AR CT
Hs o Yol3

12. mars 2025

Ettersom P er en ortogonal matrise, vet vi (fra kapittel 11 om diagonalisering, s.

6)at P~ = PT:
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Dermed kan vi skrive A som fglgende produkt:

= A -PDPT
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