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Plenumsregning 11: Interpolasjon,
regresjon og Markov-kjeder

Eksamen hgst 2018

Oppgave 4
Se pa de tre punktene
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2] [ifeof7] 1w
a) Finn andregradspolynomet p(x) = ax? + bx + ¢ som gar gjennom alle
disse punktene.
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b) Bruk minste kvadraters metode til a finne farstegradspolynomet g(x) =

dx + e som passer til de tre punktene.
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Her har vi et likningssystem med flere likninger (3 stk) enn ukjente (2 stk, e og
d), altsa er systemet overbestemt.

c
AX = |- , Poven , mzne, 7—(3:[0_]'_?

Men dersom vi forsgker a lgse systemet, ser vi at det ikke har noen lgsning:

O |- 10| 0
L ~ [0 1[-]
IRE: 00l6) 0+0

Vi kan altsa ikke finne et farstegradspolynom som passer perfekt til punktene.
Men, vi kan forsgke a finne en tilnzermet lgsning. Vi lgser oppgaven vha.
minste kvadraters metode Dette er en teknikk for a finne tilnsermede lgsninger
til systemer som har flere likninger enn ukjente.

Definisjon

x er den minste kvadraters lgsning for Ax = b.

Det fglgende teoremet forteller oss hvordan vi finner minste kvadraters lgsning:
Teorem 12.1 (forkortet)

A e R™" p e R".

Da er mengden av minste kvadraters lgsninger for Ax = b lik
lasningsmengden for

AT(Ax—b) =0

Hvis AT A inverterbar, finnes det for enhver b en unik minste kvadraters
lgsning x.

Vi ganger ut, flytter over og lgser:

MK hase AT(AR —;) =9
< ATAR - K

——
Farst litt mellomregning:
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Ekstraoppgaver
Oppgave 4
Finn likevektsvektorene for de stokastiske matrisene —
04 05 0.8 OH 05 038
a)C=[6 0.5 0:1] C=| 0 05 0f
06 0 01 O.Q O 01
Definisjon

En sannsynlighetsvektor er en vektor v = [v,v, ...v,]T € R*hvor0 < v; < 1
Vie{1,2,...,n}oqhvor v; +v,+...+v, = 1.

M., er en stokastisk matrise hvis kolonnene i M er sannsynlighetsvektorer.
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Definisjon

M stokastisk matrise.

En likevektsvektor v for M er en vektor som oppfyller falgende betingelser:

1) Er en egenvektor for M.
2) Har tilhgrende egenverdi 4 = 1.
3) En en sannsynlighetsvektor.
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Oppgave 5

Et emne i linezer algebra foreleses i to paralleller, eni S7 og en i S8. Begge
foreleserne er like darlige, og derfor bytter studentene parallell ofte.
Sannsynligheten for at en student bytter parallell etter en gitt forelesningsuke er
40 %.

Bestem en stokastisk matrise M som beskriver denne prosessen. Parallellene er
ved semesterstart satt opp med henholdsvis 180 og 140 studenter. Hvordan vil
studentene fordele seg etter 14 forelesningsuker? Anta at studentene er sveert
pliktoppfyllende og at ingen slutter a ga i forelesning.
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Eksamen kont 2018
Oppgave 5

| falge meteorolog Y, eksisterer det et land N som er velsignet med mange ting,
men ikke med solrikt veer. Det er aldri to dager med sol pa rad. Dersom det er
sol en dag, er det like stor sannsynlighet for at det regner som at det snar
pafglgende dag. Dersom det er sng eller regn en dag, er det like stor
sannsynlighet for a fa det samme veeret — som a ikke fa det samme veeret —
pafglgende dag. Dersom det er en endring fra sng eller regn fra en dag til den
neste, er det bare halvparten av gangene sol pafeigende dag.

a) Hva er den stokastiske matrisen for denne markov-kjeden?
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e Hovis det er sol en dag, sa er sannsynligheten like stor for at det regner,
som for at det sngr, pa dag 2. Denne verdien er forelgpig ukjent for oss,
sa vi kaller den bare x:

P(R1s) -Pis) =%

e Huvis det regner pa dag 1, sa er sannsynligheten like stor for a fa det
samme veret, som a IKKE fa det samme veret pa dag 2. Sannsynligheten
P(R|R) er forelgpig ukjent for oss, sa vi kaller den y.

RRIR) =P(RIR)

LW

o «IKKE regn» betyr enten sol eller sng. Videre, hvis det ER endring i veer,

sa er det bare halvparten av gangene at det er sol neste dag (rosa). Det
eneste gjenvaerende alternativet er da sng, og da ma ogsa denne

bli y/2 (lilla):
P(RIR) -RRIR) -HSIR) +PIIR)
- — e~

=Y “da Ik

e Det samme gjelder hvis det er sng pa dag 1. Da er det like stor
sannsynlighet for a fa sng neste dag, som a IKKE fa sng neste dag.
Verdien y er ukjent for oss:

P(11D) - R(T1T)

)

« Igjen er det slik at hvis det er endring i veer, sa er det bare halvparten av
gangene at det er sol dagen etter (rosa). Dermed har vi igjen:

R - P(TI1) - ™S 11) ~RARIT)
— R —

——-?_ =fj/51 =j/£'
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b) Pa lang sikt, hvor mange dager — av alle (i %) — er det sol?

Teorem 12.1

M,,., regulaer, stokastisk.
Da har M en unik likevektsvektor q.
For enhver utgangssannsynlighetvektor x, konvergerer markovkjeden {x,,}

til g narn - o

Definisjon

En stokastisk matrise M kalles reguleer hvis det finnes n slik at alle
elementene til M™ er strengt positive.
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Oppgave 6

La S veere 1 X n-matrisen med 1 i alle kolonnene, dvs. S =[11... 1].
a) Forklar hvorfor en vektor x i R™ er en sannsynlighetsvektor hvis og bare
hvis alle koordinatene er ikke-negative og Sx = 1.
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Dette er en «hvis og bare hvis»-pastand, og vi beviser den trinnvis ved a ta den
ene retningen farst, deretter den andre. Vi begynner med a anta at x er en
sannsynlighetsvektor:

:—7) Ve - Y Dunneyn - -llsor
Vil wise: ) og i)

Definisjon

En sannsynlighetsvektor er en vektor v = [v,v, ...v,]T € R" hvor0 < v; < 1
Vie{l,2,...,n}oghvor v; +vy,+...+v, = 1.

M,, ., er en stokastisk matrise hvis kolonnene i M er sannsynlighetsvektorer.

At x er en sannsynlighetsvektor betyr per definisjon at alle koordinatene er
mellom 0 og 1. Dermed er de ogsa ikke-negative, og punkt i) er bevist:

R M4
X 5&{\/\39&%41&70(' —= o0& &1 W oie %_1,9\,-..,rxb
— X, #0 "

L) O

Vi vet fortsatt at x er en sannsynlighetsvektor, men na gnsker vi a vise punkt ii),
altsa at Sx = 1:

g,) Vil uise: O& =4

Vi regner ut Sx og observerer at dette blir summen av koordinatene i x:
B ~—
X

® Sx =11 1] Ofl =Y K Xy
L X

Summen av koordinatene til x er 1,
per definisjon av sannsynlighetsvektor (slik x er):

=

|
4
* =

C=A

n
o
U) O

——



TMA4115 19. mars 2025

Dermed er ogsa punkt ii) bevist. Vi beviser na den andre retningen. Denne
gangen antar vi at alle koordinatene er ikke-negative og at Sx = 1. Ut fra dette
skal vi na bevise at x er en sannsynlighetsvektor (Ikke gjennomgatt):

(< Vek: i) 2w z0 V ce R, n
[L') Sx=1

Vil s % homr\&%n.uuuo(

A vise at x er en sannsynlighetsvektor innebarer 2 ting:

1) Vi ma vise at alle koordinatene er mellom 0 og 1.
2) Vi ma vise at summen av koordinatene er 1.

Vol s Y Jﬁ(u\r\s%n.u-db&or D 0L gt ¥ C’e{1);l1"‘)ﬂ5
2) ’X1+Q<L+..-+(><r\=1

Vi starter med punkt 2. Vi vet jo at at Sx = 1, og vi har regnet ut Sx til & veere
summen av koordinatene til x. Dermed er punkt 2 bevist:

Né& vet ud gk éfx——
‘3—79\)6&:

Vi vet per antakelse i) at alle koordinatene til x er ikke-negative. Per antakelse
ii) vet vi ogsa at Sx = 1. Sammen gir disse at alle koordinatene til x er mellom
0og1l:

Vo vt ok xzo Y edna n§oa OF -
— f
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1) o
1

b) La P vere en stokastisk n x n-matrise. Visat SP = S. (Ikke
gjennomgatt)

j”) V}f_ pnxn St s
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