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Plenumsregning 12: System av
differensiallikninger

Ekstraoppgaver

Oppgave 2

Finn generell lgsning av Ay = y' nar
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Oppgave 3
Les initialverdiproblemene Ay = y’, y(0) = y, nar
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Oppgave 1
Finn generell lgsning av systemet Ay = y’ og skissér faseplottet nar

Q) A= [—12 N

4
2 -5]
A=l 14 9= Ay A

Vi skal skissere faseplottet til A. Det gjar vi ved a farst finne den generelle
lasningen til likningssystemet. Den generelle Igsningen er jo, som kjent,
avhengig av egenverdiene og egenvektorene til matrisen, sa vi ma finne dem.

%CM lean. Cg(ﬂ = 01\‘716. (Ve
Vi har 3 mulige tilfeller avhengig av egenverdiene til A:

3 ML UHS

)7, )116 o A+

DA, Ae @ M+, 2 =2,
m) Aelil

Husk: Egenverdiene er rattene til det karakteristiske polynomet det(4 — AI) =
0. Vi regner ut disse farst, og sa ser vi hvilket tilfelle vi havner i:

R
O dr(A-2T1)-0 f 7;;_1 > Tilerte 1)

Vi har altsa to distinkte reelle egenverdier og befinner oss i tilfelle 1.

Vi finner sa de tilhgrende egenvektorene:

(2) (A2 1)7,= 0 b e 21,2

SN

Den generelle lgsningen er altsa:
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Nar vi na skal tegne fasediagrammet bruker vi fglgende tabell (se
kapittelnotatene s. 5):

Fasediagram: To distinkte, reelle rotter

A elt ve/lt
> 0 (pos.) gker bort fra origo
=0 konstant star i ro
< 0 (neg.) minker mot origo
e Huvis A er positiv, vil e*t gke, og da vil leddet ve? bevege seg vekk fra
origo.

e Hvis 1 =0, vil e* veere konstant, og da vil leddet ve?! sta i ro.

e Huvis A er negativ, vil e** minke, og da vil leddet ve*t bevege seg mot
origo.

Vi har én positiv og én negativ egenverdi:

=3 > 0 =>c;*¢w > G,c?’bga;go_&_%m oigo

k

_ > -k
7\7\=-f<0 e o = Vye 3&/ mok Ori(do

Hvordan tegne diagrammet i dette tilfellet:

e Tegn egenvektorene og linjer gjennom egenvektorene. Disse svarer til
initialbetingelsene (¢; = 1,¢c, = 0)og (¢; = 0,c, = 1).

e Tegn inn deres bevegelser (bort fra/mot origo) som piler.

e Med en positiv og en negativ egenverdi vil de rade og de bla kurvene ga i
motsatt retning. Dette gir oss en slags sadel.

e Vi kan tegne flere kurver (tilsvarende ulike initialbetingelser) ved a
«fglge bevegelsen til pilene».
% n
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Vi kan visualisere effekten av ulike initialbetingelser ved a lage glidere i
+
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Teorem 13.16

a + if # 0 kompleks egenverdi for A, v tilhgrende egenvektor.
Da danner

y.(t) = e**(Re(V) - cos(Bt) —Im(v) - sin(Bt))
0g

y,(t) = e*(Re(v) - sin(Bt) + Im(v) - cos(pt))
en basis for reelt lgsningsrom til

Ay =y
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Her kan vi velge den ene eller den andre egenverdien, men men det er vanlig a
velge den med positiv imaginer del. Den reelle og imaginere delen av den
tilhgrende egenvektoren er da:

R,(7)- [5] 1(3,)- P%J
A @
A=+ 0V

ng % g« (t) - e:JC ([%] cos(12E) - (Tﬂmn (= t})
%Uﬂ = aﬁk([é] pn (07 ) [ﬁ cos(12 @)

Basisen for lgsningsrommet er altsa reell. Den generelle lgsningen som falger
med y; og y, som ovenfor:

=gl gy, %%]1&)

Siden cosinus og sinus er involvert i lgsningene, gir det mening at vi far en slags
balgende/sirkuleer bevegelse. Vi setter opp en tilsvarende tabell som i stad (se
kapittelnotater s. 7):

Fasediagram: To distinkte, komplekse ratter
z=a+ pi, a,f ER, z€C

a bevegelse

> 0 (pos.) spiral bort fra
origo

=0 sirkulaer

< 0 (neg.) spiral mot origo

e Huvis a-leddet er positivt beveger spiralen seg bort fra origo.
e Hvis a-leddet er O har vi en sirkulaer lgsning.
e Huvis a-leddet er negativt beveger spiralen seg mot origo.

Vi er i sistnevnte tilfellet fordi « = —1:

A N R sprrak ot origpe

Lesningene kommer altsa til a bevege seg i spiraler mot origo. Men hvilken vei?

e Vi regner ut Au for ulike punkter, gjerne (1 0)7 og (0 1)7, og tegner
inn de resulterende vektorene (disse representerer den deriverte eller
tangentvektoren) som piler i punktene.

e Lgsningene vil fglge retningen til de ovennevnte pilene. 8
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Oppgave 8

Vis at systemet
3 -1 2
3 -1 6|ly=y
-2 2 =2

Med en gitt initialverdi y(0) = y, har en entydig lgsning.

Du kan anta at Iﬂsningsrommeier tredimensjonalt.
5 -1 L
AG =g A=13 -1 b
% k} L'Z/ L '02,
Hj{(&: \Veae o ﬂ\’g =I§' m. 1LV g}(cﬂ = Kgo
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e Ledn. fg‘@: Ve rue T+ Cze

Pran: D Fnne %@.Law\. TJU:)
@ B TVB: ((J‘(OW :go
(2) Bruyer ok ‘o

O weh-a1)-0 < D (ea) -0

Husk: Dersom A; er en egenverdi til A, er den algebraiske multiplisiteten
til A; lik dens orden (altsa eksponenten) som rot i det(4 — Al,).

Den geometriske multiplisiteten til en egenverdi er antall linegert
uavhengige egenvektorer assosiert med den, dvs. dimensjonen til
nullrommet av (A — A1,).

10
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Na nar vi har egenverdiene og egenvektorene har vi alt vi trenger for a skrive
opp den generelle lgsningen:

- | & 'é 2+ [ T

. gyl - N A o |3

Gt GOma| 6w D)o real3 e
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Vha. IVB-en kan vi lage et likningssystem for a bestemme koeffsientene
C1,C 0Q C3:

Q| 1-2 1 ¢
= S > L
105 C/: o C/' C},
0 1 - 03
- —

Det vi na gnsker a vise er at det finnes kun ett mulig sett av ¢, ¢, 0g c3. For &
vise det skal vi tilbake til noen av de ekvivalente pastandene i Yndlingsteoremet
vart. Vi finner det forgvrig ogsa i kapittelnotatene som Teorem 4.20:

Teorem 4.20 + 6.12 (utdrag fra «Yndlingsteoremet»)

Anxn, bpxq Vektor

i) A inverterbar & Ax = b har en entydig lgsning.
i)  Ainverterbar & det(4) # 0.

UL(B)=-6 0 —=—> B vwrksbur

= Bc 13’0 har en ENTUDT 6L
h OSNTN G

UNIKE suaddaV o Loper 11
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Eksamen hgst 2018

Oppgave 3

Finn generell lgsning av systemet
Y1 =7y1 =2y,
Y2 =2y1 + 2y,

og skisser fasediagrammet.

gy TG [ fﬂ _

ﬂz} = atjl *‘9\1’)1_ p;jj) ) Mﬁi
g~ g
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12
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Fasediagram: To distinkte, reelle rotter

A elt ve/lt
>0 gker bort fra origo
=0 konstant star i ro
<0 minker mot origo

St &k

=370 = ¢ g = Ve s ooct fro o

S
A,=670 = D Qur = Vye I

For a tegne fasediagrammet:
e Tegn inn linjer gjennom egenvektorene (red og bla).
e Tegn inn bevegelsen til linjene (vha. tabellen ovenfor).
e Ettersom e® > e3f vil Igsningene tendere mot v,e5¢ (altsa bevege seg
mot den bla kurven) med gkende ¢.

N o
e e

2
/?
&

v

Igjen kan GeoGebra vere et fint hjelpemiddel for a skissere lgsningene. Tips:
Flytt pa prikkene for & se bevegelsene.

13
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2
a) Finn egenverdiene og de tilhgrende egenvektorene til A.

Eksamen var 2017
Oppgave 6 (Ikke gjennomgatt)

LaA=[
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b) Lgs initialverdiproblemet

x'(t) = Ax, x(0) = [150

og finn x(5).

150
Ae> IVP 3= Ax &) m x(0)= [ 50]
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