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Plenumsregning 13: Andre ordens 
differensiallikninger 
Ekstraoppgaver 

Oppgave 1-2 c) 

Gitt følgende andreordens differensiallikning 

𝑦′′ + 𝑦 = 0 

i. Skriv om til et system av førsteordens differensiallikninger. 

 
Vi ønsker nå å skrive om dette til et system av førsteordens diff.likninger. Det 

gjør vi ved å definere 𝑥1(𝑡) = 𝑦(𝑡) og 𝑥2(𝑡)  =  𝑦’(𝑡): 

 

Vi deriverer og gjenkjenner at: 

• 𝑥1′(𝑡) = 𝑦(𝑡) er det samme som 𝑥2(𝑡) 

• 𝑥2
′ (𝑡) = 𝑦′′(𝑡) = −𝑦(𝑡) (snu på original likning). 

 
Vi skriver nå 𝑥1’(𝑡) og 𝑥2’(𝑡) som lineærkombinasjoner av 𝑥1(𝑡) og 𝑥2(𝑡). 

Dermed får vi et 2 × 2-likningssystem: 

 

 
 

En modifisert 

oppgave       
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ii. Finn en generell basis for løsningsrommet og skriv generell løsning. 

Vi skal bruke et teorem gjennomgått i forelensingsvideoene (og i 

forelesningsnotatene) til å løse oppgaven. 

Teorem 14.2 (forkortet) 

 
 
 
 
 

     
 

 

 

Vi befinner oss i andre tilfelle, så en generell basis for løsningsrommet er: 

 

 

 

 

 
 

Fra teoremet vet vi at den generelle løsningen må være en lineærkombinasjon 

av løsningene. Dermed er den generelle løsningen: 

 

Løsningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning  

𝑦′′(𝑡) + 𝑎1𝑦′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 0 

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to lineært uavhengige funksjoner. Vi har 3 

ulike tilfeller: 

1) 𝑦1(𝑡) = 𝑒λ1𝑡 og 𝑦2(𝑡) = 𝑒λ2𝑡                                                  hvis 𝜆1 ≠ 𝜆2,   𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ 

2) 𝑦1(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 cos(𝑏𝑡) og 𝑦2(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 sin(𝑏𝑡)       hvis 𝜆1 = 𝑎 + 𝑏𝑖,  𝜆2 = 𝜆̅1,  λ1, 𝜆2 ∈ ℂ 

3) 𝑦1(𝑡) = 𝑒λ𝑡 og 𝑦2(𝑡) = 𝑡𝑒λ𝑡                                                                           hvis λ ∈ ℝ 

En modifisert 

oppgave       
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Oppgave 3 b) 

Finn en partikulær løsning for 

𝑦′′ + 𝑦 = cos(𝑡) 

I forrige oppgave så vi på en homogen andreordens diff.likning. Nå ser vi på en 

inhomogen andreordens diff.likningen: 

 

Teorem 14.6 (omskrevet) 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦1(𝑡) og 𝑦2(𝑡) finner vi i den generelle løsningen for den homogene 

diff.likningen: 

 

For å finne en partikulær løsning, 𝑦𝑝(𝑡), bruker vi formelen i 

forelensingsnotatene (s. 3-4): 

 

 

 

 

 

 

For en inhomogen, annenordens differensiallikning, dvs. en likning på 

formen 

𝑦′′(𝑡) + 𝑎1𝑦(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 

kan vi finne en partikulær løsning, 𝑦𝑝, ved hjelp av følgende formel: 

𝑦𝑝(𝑡) = 𝑦2(𝑡) ∫
𝑦1(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑦1(𝑡)𝑦2
′(𝑡) − 𝑦2(𝑡)𝑦1

′(𝑡)
𝑑𝑡

− 𝑦1(𝑡) ∫
𝑦2(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑦1(𝑡)𝑦2
′(𝑡) − 𝑦2(𝑡)𝑦1

′(𝑡)
𝑑𝑡 

Alle løsninger til den inhomogene likningen  

𝑦’’(𝑡) + 𝑎1𝑦’(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

er på formen 

𝑦(𝑡) = 𝑦𝑝(𝑡) + 𝑦ℎ(𝑡) 

der 𝑦𝑝(𝑡) er en partikulær løsning og 𝑦ℎ(𝑡) er en løsning til den tilsvarende 

homogene likningen.  
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Vi skriver opp alle ledd vi skal fylle inn i formelen: 

 
Deretter setter vi inn i formelen for 𝑦𝑝(𝑡): 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Herfra må vi bruke flere trigonometriske identiteter: 

 

Dermed blir nevnerne 1 og, vi kan se bort fra dem: 

 
Vi vet at: 
 
 
 
 
 
 
 

Vi setter inn i uttrykket for 𝑦𝑝(𝑡) og får at: 

 

 

 

 

 

 

 
 

cos2(𝑡) + sin2(𝑡) = 1 

cos2(𝑡) =
1

2
(cos(2𝑡) + 1) 

sin(𝑡) cos(𝑡) =
1

2
sin(2𝑡) 
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Vi vet at: 
 

Vi erstatter i uttrykket for 𝑦𝑝(𝑡) og får: 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

Ettersom 
1

4
cos(𝑡) er en homogen løsning (vi kan velge 𝑐1 =

1

4
, 𝑐2 = 0) vil en 

partikulær løsning være 
1

2
𝑡 sin(𝑡).  

 

Eksamen høst 2019 

Oppgave 2 

Finn løsningen til initialverdiproblemet 

𝑦’’ − 3𝑦’ + 2𝑦 = 𝑒2𝑡 , 𝑦(0) = 𝑦’(0) = 1 

 
Løsningsfunksjonen er summen av homogen og partikulær løsning: 

 
Vi begynner med å finne den generelle løsningen til den homogene likningen: 

sin (2𝑡) = 2 sin(𝑡) cos (𝑡) 

cos(2𝑡) = 1 − 2 sin2(𝑡) 
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Den karakteristiske likningen er: 

 

Vi husker teorem 14.2 som ga oss løsningsmengden (løsningsfunksjonene). Vi 

er i tilfelle 1: 

Teorem 14.2 (forkortet) 

Dermed er den homogene løsningen: 

 

Før vi finner koeffisientene (vha. IVB-ene) skal vi finne en partikulær løsning. 

Ettersom det inhomogene leddet (𝑒2𝑡, se oppgaveteksten) er en homogen 

løsning er det ikke så lett å gjette seg til en løsning. Derfor skal vi, denne 

gangen, benytte formelen: 

 

 

 

 

Vi skriver opp alle ledd vi skal sette inn: 

  

𝑦𝑝(𝑡) = 𝑦2(𝑡) ∫
𝑦1(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑦1(𝑡)𝑦2
′(𝑡) − 𝑦2(𝑡)𝑦1

′(𝑡)
𝑑𝑡

− 𝑦1(𝑡) ∫
𝑦2(𝑡)𝑓(𝑡)

𝑦1(𝑡)𝑦2
′(𝑡) − 𝑦2(𝑡)𝑦1

′(𝑡)
𝑑𝑡 

 

Løsningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning  

𝑦′′(𝑡) + 𝑎1𝑦′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 0 

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to lineært uavhengige funksjoner. Vi har 3 

ulike tilfeller: 

4) 𝑦1(𝑡) = 𝑒λ1𝑡 og 𝑦2(𝑡) = 𝑒λ2𝑡                              hvis 𝜆1 ≠ 𝜆2,                          𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ 

5) 𝑦1(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 cos(𝑏𝑡) og 𝑦2(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡 sin(𝑏𝑡)      hvis 𝜆1 = a + bi,  𝜆2 = 𝜆̅1,  λ1, 𝜆2 ∈ ℂ 

6) 𝑦1(𝑡) = 𝑒λ𝑡 og 𝑦2(𝑡) = 𝑡𝑒λ𝑡                                                                           hvis λ ∈ ℝ 
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Vi husker at 𝑒2𝑡 er en homogen løsning, så vi kan se bort fra dette leddet. 

Dermed står vi igjen med følgende: 

 

Vi bruker så initialverdibetingelsene til å finne koeffisienter 𝑐1 og 𝑐2: 
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Vi får altså et likningssystem med 2 likninger og 2 ukjente som vi kan løse: 

 

Vi setter inn i uttrykket for 𝑦(𝑡) og finner løsningsfunksjonen for 

initialverdiproblemet vårt: 

 

Eksamen vår 2017  

Oppgave 2 a) (ikke gjennomgått) 

Finn to lineært uavhengige løsninger av den homogene differensiallikningen 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 2𝑦 = 0 

 
 
 
 
 
 

Vi har altså 2 komplekse egenverdier (som er hverandres konjugerte) og husker 

at da er den generelle løsningen på formen: 

 

𝑦1(𝑡) og 𝑦2(𝑡) er to lineært uavhengige løsninger. Disse er på følgende form 

(ref Teorem 14.2) og vi setter inn for 𝑎 = −1 og 𝑏 = 1: 
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Eksamen høst 2017 

Oppgave 4 

Likningen for en udempet tvungen harmonisk bevegelse er gitt ved 

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = cos(𝑡 − 2) 

a) Finn den generelle løsningen til den homogene likningen. 

 

 

 

 

 

 
 

I tråd med Teorem 14.2 finner vi først egenverdiene for så å skrive opp den 

generelle, homogene løsningen: 

 

b) Finn den generelle løsningen til den inhomogene likningen. 

Nå skal vi finne den generelle løsningen til den inhomogene likningen, altså til:  

 

Vi husker at den generelle løsningen av den inhomogene likningen er summen 

av homogen og partikulær løsning: 

 

Den generelle løsningen av det homogene problemet fant vi i a), så det holder å 

finne en partikulær løsning.  

 

 

I oppgave a) skal vi fnne den generelle løsningen til den homogene likningen. Den 

homogene likningen er 

 



TMA4115  2. april 2025 

10 
 

I en tidligere oppgave brukte vi formelen fra forelesningsnotatene, men den er 

ikke så lett å huske… Derfor skal vi nå bruke en annen strategi – Vi skal nemlig 

gjette på en løsning av samme type som 𝑓(𝑡). Dette kalles ubestemte 

koeffisienters metode. 

Vi finner 𝑦𝑝’’(𝑡): 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Men nå vil venstre side av likningen alltid være 0 (dvs. uavhengig av 𝑡), altså 

ikke cos(𝑡 − 2) (som ikke alltid er 0). Dermed funker ikke denne 𝑦𝑝(𝑡)-en. Vi 

må gjette noe annet. Vi legger til en faktor 𝑡 i hvert ledd og prøver på nytt: 

 
 

 

 

Vi setter inn for 𝑦𝑝 og 𝑦𝑝’’ i den opprinnelige differensiallikningen: 

 
Vi faktoriserer cosinus- og sinus-leddene for seg. Ettersom sinus og cosinus er 

lineært uavhengige kan vi sette koeffisientene til sinus-leddene på hver side av 

likhetstegnet lik hverandre OG koeffisientene til cosinus-leddene på hver side 

av likhetstegnet lik hverandre: 



TMA4115  2. april 2025 

11 
 

Dermed får vi to likninger med to ukjente (𝑎 og 𝑏) som vi kan løse: 

 

Deretter setter vi inn for 𝑎 = 0 og 𝑏 = 1/2 i uttrykket for 𝑦𝑝(𝑡). Ettersom 𝑎 =

0, forsvinner 𝑎𝑡 cos(𝑡 − 2) fra 𝑦𝑝(t), og vi står kun igjen med følgende 

partikulære løsning: 

 

Den generelle løsningen på differensiallikningen er som kjent summen av den 

generelle løsningen til den homogene diff.likningen og den partikulære 

løsningen: 

 

Eksamen høst 2023 

Oppgave 6 

Bestem generell løsning til differensiallikningen 

𝑦′′ + 𝑦′ − 6𝑦 = 5𝑒2𝑡 − 36𝑡. 
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Sett inn for 𝑦𝑝, 𝑦𝑝’ og 𝑦𝑝’’ i (∗):  

 

 

 

Utfør litt algebraisk manipulasjon.  
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Deretter, samle 𝑡𝑒2𝑡-, 𝑒2𝑡-, 𝑡-, og konstantledd: 

 

 

 

 

 

 


