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Plenumsregning 13: Andre ordens
differensiallikninger

Ekstraoppgaver

Oppgave 1-2 ¢)
Gitt fglgende andreordens differensiallikning

y'+y=0

1. Skriv om til et system av farsteordens differensiallikninger.
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ii.  Finn en generell basis for lasningsrommet og skriv generell Igsning.

En modifisert
oppgave @

Teorem 14.2 (forkortet)

Lasningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning

y'(®) +ay'(t) +apy() =0

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to linezrt uavhengige funksjoner. Vi har 3
ulike tilfeller:

1) yl(t) = e}tlt Og yz(t) = e)kzt thS /11 * ).2, AliAZ ER
2) y,(t) = e% cos(bt) 0og y,(t) = e*sin(bt) hvisA, =a+bi, 1, =1, A;,A, €C
3) y,(t) = e* og y,(t) = ter hvisA € R

@m}%@%m N-ene
' @Bﬂ,{}bu /L;,orowui
Iy N
MCA'?CD:O <= I[ -1 - X\ :(—7\)1‘1'(-{3= 7L2'+‘[ =0
& N\ =-1
Z =0t A =i
0=0,b=1 @zﬂfﬁuc

Basis

D1l = e onlbh) =) costt)

Yo ) = e in(b) = ol

Gon Lasn. 4=, (E)+y, () - ¢, odB) +¢inte)
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Oppgave 3 b)
Finn en partikuler lgsning for

y" +y = cos(t)

" + ‘t -
%Uﬂ L}() (,OS(:E)

Teorem 14.6 (omskrevet)
Alle lgsninger til den inhomogene likningen

y'(6) + a1y’ (t) + apy(t) = f(¢)
er pa formen
y(@) = yp () + yu(t)

der y, (t) er en partikular lgsning og yy (t) er en lgsning til den tilsvarende
homogene likningen.

Fra %n@gj/« oprgave . Y () - ¢ coft)+ ¢ oin(E)

\,w \W\J

For en inhomogen, annenordens differensiallikning, dvs. en likning pa
formen
y"'() + a;y(t) + agy(t) = f(),

kan vi finne en partikuler lgsning, y,, ved hjelp av fglgende formel:

y1(Of (D)
®)y, () — y2(O)y; (t)
Y2(O)f(©)
~n®) f MO CEE IO

Yo = J’2(t)f dt
V1
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tﬂu’: ﬁ(:a coslx)
;L) = Cas(e) (E) = pinlk)
%4@: - snlt) ({'jim = coslk)

cos(L). coslt)
«dP(ﬂ = MY cosE)os @)= pinE) (- pinlh))

f 2mnlk). coslt) wy
- 05 (E)) ¢ as ()05 (&) - pn ) (- pinlh))

7‘({: ML) -cos(E)
/W\Gc)f 9~Lt:\+ (%) e - @) f cos () + Ain "

cos?(t) +sin?(t) = 1

= AMin Uc)jcoslaﬂ ok — CO‘S(.HJW\HZ)OOSQCDC&

@ AM\@J AL - oosﬂs)j Ak

- m()a(i' () %) + cosld) z'(cos(szﬂ

S

Z k) @) + Q\Mr\(b) - q cos (&) cos (@K

73( M) - pn@Qx) + cosld) cos(&k))* 2 (k) @
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G,

"ZI(MnGJ + Cos(¥) ‘*3/&@@9
4 (Cos DR o) - ol OLAHD) + £ i)
- 1;, cos) *é,:l; k)

‘ caru\lmbr\- f’fapﬂ j[orm)u,\ tﬁUc\*— tjh(.aﬂdfi{:)
aa_ Zco:)(:{?) e In /‘/lbm(xju/ L@QA(\. <C1=17_|' , & ° O\)
v Hninll) v e pustladern Uam‘m%_

Eksamen hgst 2019

Oppgave 2
Finn lgsningen til initialverdiproblemet

y' =3y +2y=e%*,  y(0)=y(0)=1

i ;lk

L M B
(0) =1

IV { %'(0)11

%Gc) = +

0 :
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Teorem 14.2 (forkortet)

Lasningsmengden til en homogen, annenordens differensiallikning

y"'(t) +a;y'(t) + apy(t) =0

er et to-dimensjonalt, reelt vektorrom utspent av to linegrt uavhengige funksjoner. Vi har 3
ulike tilfeller:

4) yl(t) == e}tlt Og yz(t) == e)kzt thS Al * 2.2, Al,ﬂ.z ER
5) y;(t) = e* cos(bt) 0g y,(t) = e*sin(bt) hvisd; =a+bi, 1, =1, A;,1, €C
6) y,(t) = eM og y,(t) = te’t hvisA € R
Yo =y (t)j y1(O)f(£)
P =22 |y )y () — v, Oy ()

) V> (OF )
(&) f MOACESAOTICNS

e «31= = &
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” Y dk_.%J b gy
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“ZM& %Y wb G
Lok Lt Ak
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Oppgave 2 a) (ikke giennomgatt)
Finn to lineaert uavhengige lgsninger av den homogene differensiallikningen

y'+2y"+2y=0

Ld’%;uat' +Q% =0

Skrateq Tnne A -~

P+ =0
O\,bc—#—omui
. Z =o+4bl
thVQk—Q-f-Q,: JE& i £M= Y EOL: _
LT 21 L La,--i-t b= 1

(j &)= e/a%cos(blﬂ = e,_JC Cos(t)
> { 2 Lin vty fesn.

ok _
LJQGJ =¢ pnlbt) = e i (L)
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Eksamen hgst 2017
Oppgave 4
Likningen for en udempet tvungen harmonisk bevegelse er gitt ved

y"(t) + y(t) = cos(t — 2)

a) Finn den generelle Igsningen til den homogene likningen.

gyl - cosE-2)

7L;(+4 0 = A -1 = 7&2\=—L
Then
4.9,

LFL A ed =

b) Finn den generelle lgsningen til den inhomogene likningen.

(3”({:7 + Ld({:) - cos(k-Q)
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| en tidligere oppgave brukte vi formelen fra forelesningsnotatene, men den er
ikke s lett 4 huske. .. Derfor skal vi na bruke en annen strategi — Vi skal nemlig

gjette pa en lgsning av samme type som f(t). Dette kalles ubestemte
koeffisienters metode.

é’(frgﬁ%r : "(?’(}6& %P('t) - acos (£-2) +bs’1r\0c-o®
Vi finner y,” (t):

%jp“(@ = - L COS Gr ‘aﬂ -hHsin OC —Qj
(#” —Hé - cosl-Q)

- —
4
{
- tccosE--lbsin(-L) + ccos (E-D)+ban E-2) = os E-2) 5/’
w__— ———— ) —

=0 Te otk @

Men na vil venstre side av likningen alltid veere 0 (dvs. uavhengig av t), altsa
ikke cos(t — 2) (som ikke alltid er 0). Dermed funker ikke denne y, (t)-en. Vi

ma gjette noe annet. Vi legger til en faktor ¢ i hvert ledd og praver pa nytt:

“Proves %P (€)= ok cos -Q) + been (+-2)
(ﬁ;(@ = - QonE-2) - oot ‘2 + W cosE-2) “b‘ce'\.r\(-\:—ﬂ)

Vi setter inn for y,, og y,” i den opprinnelige differensiallikningen:
4

A
_g(i/é;‘f\& Q) - ok cos(E-L) + Qo coslt -A) —loksin (L 02)

+ (1):005(4:'934-&6@(%—&\ =7 (,osUc-QJ

Vi faktoriserer cosinus- 0g sinus-leddene for seg. Ettersom sinus 0g cosinus er
lineaert uavhengige kan vi sette koeffisientene til sinus-leddene pa hver side av
likhetstegnet lik hverandre OG koeffisientene til cosinus-leddene pa hver side
av likhetstegnet lik hverandre:

D) (Ba-bhrsE) nli-2) = Omnle-d)
Iz ¥
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3((—.1 =

Eksamen hgst 2023

Oppgave 6
Bestem generell lgsning til differensiallikningen

y" +y' — 6y = 5e?t — 36t.

%” -!—(#J--é% .-.-5&2&—-36{; @
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Strwtegi - Whertmke fotf). metodde

1. Grunnregel:

Hvis f(t) er Gjett 24'_
p(t) a(t) ﬁﬂdﬂ =57 - 2t
Ke ae
p(t)e (e -
ii?r:%::)) } asin(wt) + beos(wt) (9; 6& '
p(t) cos(wt)

p(t) sin(wt) } q(t) sin(wt) + r(t) cos(wt)

Ke cos(wt)

ot s .
Ke""t SIHCWT) } € [a Sln(ub't) - bCOS(wIJ]

hvor f(t) er av samme grad som q(t) og r(t) der
de opptrer,

2. Modifikasjon: Hvis en del av ditt gjett for y,(f)
er en lgsning av den homogene likningen; mul-
tipliser med . Hvis lgsningen korrepsonderer til
en dobbelrot; multipliser med #2.

3. Summering: Hvis f(¢) er en sum av funksjo-
ner fra tabellen; velg y,(f) som en sum av de
tilhgrende gjettene.

Mea ¥ Gha J10)) opptrer api )
Me durfor Mmodifisec %eﬁ |

(%e,a -
CD”
%ét) - AL~ LR
%P“Lt)—— Upa (k1)
DA+ e + Mar + O B -6 - 530k

O
£0Wk) + eak(i-m +A> +LCeR) + (B- E)C)"‘ 56%‘3619 +6

12
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e?t konstantledd

% )://koa&au'ou_dd» Lo poste.
31/« kn. m. ?)lebu}c

A=S Ko, B-LC=0
A=1 -
L&.&Llr\nﬁf(y 7AC, , & C

QUL an ][bf < Gon.Leassn -
3(4:7 =

"—'Ctﬂ, +(L+C )t +(o‘; { y (_4}@35&
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