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11.2-3 Boglgelikninga

Fant for vibrerende streng med faste endepunkter

o 10
ox2 2otz
Randbetingelsene og initialverdiene
u(0,2) =0 u(z,0) = f(z)
0
u(L,t) =0 5 (@,0) = gla)

gir entydig lgsning.
Likninga beskriver mange former for vibrasjoner, blandt annet lyd.

[ 3d vil den veere
Pu  Pu  OPu 1 0%u

)
Ox? i Oy? i 022 % Ot?

Vi skriver
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Separasjon av variabler

Onsker a lgse bolgelikninga for vibrerende streng.

e Anta lgsning pa formen
u(z,t) = F(x)G(t)
e Sette inn 1 likninga
F"(2)G(t) — = F(x)G(t) = 0

e Lage to separate likninger

Fiz) 16

e Lgse for F(x)
F(x) = creVR 4 ey Ve

e Tilpasse randbetingelsene gir at k = — (%”)2 <0

F(x) = sin <%l’)
o Lgse for G(t)
G(z) = acos (?t) + bsin (?t)
e Vi har altsa en lgsning

(2,8) = [ancos (5) + busin (7¢)  sin (o)
un(x,t) = |a,cos 7 n SN 7 SN L:U
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Vi observerer at summen av slike lgsninger ogsa tilfredsstiller rand-
betingelsene.

e Bruker superposisjonsprinsippet til a lage en generell lgsning

= Zun(a:,t)

e Tilpasser initsialbetingelsene

= iun(az, 0)
= i ay, Sin (%x) = f(x)

u(z,0) = Z —6?un(§;c, )

= Z ?bn sin <7T—Zj/l’) = g(x)

e Vifinner an og b, fra Fourierkoeffisientene til odde periodiske utviklin-
gen av f(z) og g(x )

: CTTn 2 [? . (TN
/ flx sm ) dx, Tbn = Z/o g(x)sin (f$> dx

Lasningen er gitt ved
u(x,t) = Z [an COS (czn ) + by, sin (?t)] sin (%x)

n=1
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Eksempel

Finn lgsningen av

med betingelser

u(0,t) =0,
u(m,t) =0,

Lgsning:

Ou 1 0%

Ox? ¢ ot
u(z,0) = sin’ z
u(z,0) =0

Ved separasjon av variabler finner vi at

(0. ¢]

u(z,t) = Z la,, cos (ent) + by, sin (ent)] sin (nx)

n=1

Vi kan bruke at 2sina cosb = sin(a + b) + sin(a — b) til a skrive

sin®

z =sinz (1 —cos’z) =sinz — (sinz cosz) cosx
1

=SINT — §sin2xcoszc

1

1

=Sinxr — —Sin3xr — —SInx
4 4

3

= —slnx — Zsin?)a:

4
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Videre er
u(z,0) = Z a, sin (nx) = sin® x
n=1
3. 1.
= —sinx — —sin 3z
4 4
u(z,0) = Z cnby, sin (nx) =0
n=1
Altsa vil
)
%, n=1
an:<—i, n = b, =0
\O, ellers

og lgsningen er

u(x,t) = —cos (ct)sinz — 7 Co8 (3ct) sin (37)

WO~ W

= — [sin (x + ct) +sin (z — ct)] — é [sin3 (z + ct) + sin 3 (x — ct)]

3 1
—sin (x + ct) — —sin 3 (z + ct)
4 4
3 1
{Zsin(a: —ct) — Zsin?)(a: — ct)}

[sin’ (z + ct) + sin® (z — ct)]

+
RO — DOl — pO| — 0o
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11.4 D’Alamberts lgsning

Generell Igsning av bglgelikninga er

u(x,t) = ®(x+ct) + V(x — ct)
(vises i boka ved substitusjon)
Det gir at

w(z,t) = c®'(x +ct) — V' (2 — ct)

La u(z,0) = f(x) og us(x,0) = g(z), dvs

B(x) + ¥(x) = (x)
c®' (z) — cV'(x) = g(x).

Vi finner
W) V() = ~g(a)
x ! — /S S:l ' S)as
| v - v ?Af<m
o) = ¥(w) = 1 [ gls)ds

Dette gir to likninger og to ukjente for ® og W. Lgser ut og finner
O(x) +V(z) = f(x)
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som gir
1 1 [
O(w) = 3@+ 5 [ gl
1 1 [
Vo) =50 = 5 | als)ds
0
- @)+ 50 [ ol
Altsa

u(x,t) = P(x +ct) + V(r — ct)

_ % Flx+ ct)+ flz — ct)

1 x+ct 1 0
— ds + — ds.
+ 2 . g(s)ds + o /xctg(s) S

Generell Igsning er derfor gitt ved

(@) = 2 [flz+ct) + flo — )] + — / T 6

1
2 2C )

Vi trenger altsa ikke separasjon av variabler for bglgelikningen i 1D.

Men: separasjon av variabler er en generell teknikk som fungerer pa
mange andre problemer (IKKE ALLTID!).
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11.5 Varmelikninga

Temperaturen v som funksjon av x og ¢

ou 0%
ot o2
= gp termisk diffusivitet
K varmeledningsevne
o spesifikk varmekapasitet
0 tetthet

Betrakt en stav der temperatoren holdes konstant pa hver ende:

u(0,t) =0, u(z,0) = f(x)
u(L,t) =0

Forsgker separasjon av variabler:
Anta u(z,t) = F(x)G(t)

Innsatt 1 PDL
F(:U)G(t) = AF"(2)G(t)
gir dette to likninger

Vi lgser for F'(x)
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Ransbetingelsene tilfredsstilles for u(x,t) ved
F(0) =0, F(L)=0.

Krever at k = —p* < 0, dvs

slik at p = nw/L.
Vi lgser for G(t)

G+ (ner/L)*G =0
G(t) _ 636—(nc7T/L)2t

Lgsning som tilfredsstiller randbetingelsene

up(z,t) = b, sin (n%x) g~ (nem/ L)%,

Generell Igsning som tilfredsstiller randkrav er

= Z b, sin (%x) g~ (nem /L)%t
n=1
- nmw

L N (_ ) — ().
HZ:; sin { —a f(z)
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Eksempel:

La u(x,t) tilfredsstille
Ut = Uy
med rand- og initsialbetingelser
u(0,t) =0, u(l,t)=1, u(x,0)=0

Finn u(zx,t).
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