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Oppgave 1 Bruk Laplacetransformen for a lgse ligningen

y(t)+/0t67y(t—7)d7':5(75—5), >0,

Vi kan skrive integralet som en konvolusjon, da blir ligningen
y(t) +et xy =8(t—5).

Vi tar Laplacetransformen av likningen:

Y (s) + S_%Y(s) _—y

Dette er en algebraisk ligning for ¥ med lgsning

Y(S) _ 6_558 —1 _ 6—55 1 —55_
S S

Vi inverstransformerer og far lgsningen

y(t) = 8(t — 5) — u(t — 5).

Oppgave 2

a) Finn de singulaere punktene til funksjonen

1

&)= 2 e s

Regn ut residuene i disse punktene.
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Vi finner rgttene til 22 + 2z +5 =0, de er —1 + 2i og —1 — 2i. Da blir

1
z) = .
1) (z—(=142i))(z — (-1 —27))
Punktene z; = —1+2i og 20 = —1 — 2¢ er de singulaere punktene til f, begge er 1.ordens poler.
Residuene blir
R = lim (241-20)f(z) = — og Ress—1_n = lim (c41+20)f(z) = —
€S ,=—1492; = , fim (2 )f(z) = L og Res.——1-2; = lim (2 )f(z)=—-
b) La a vaere et positivt reelt tall og la Sg vaere en halvsirkelen parametrisert ved
2(0) = Re’, 0 <6 <.
Vis at
lim (2)e'%dz = 0.
R—o0 Sk
Trekantulikheten gir |z — a| > |z| — |a|, sa vi far
2 = (=1 42i)[ > [z[ = V5 og |z — (=1 -2)| > |2| - V5.
Hvis 2| = R > /5 s& blir
f() = (z+1—=2i) " (z+1+2i))7"| < (R—V5)%
Nar z er pa halvsirkelen Sg er y = Imz > 0. Dette gir [¢?%*| = [e!e~%| < 1. Vi bruker
M L-ulikheten,
; TR
| [ fp)e"da] < —— .
Sk (R— \/5)2
Vi ser at li i 0 og dermed
iser at limp oo ————=— = 0 og dermed er
R—oo (R— \/5)2 g

lim / f(2)e"**dz = 0.
SR

R—oo
/+°° CoS ax
— - —dz.
oo TE+2x+5

[eS) R ax
[ e we ([ ),
o0 & +2z+5 R—o0 _RZX +2x+5

c) Regn ut intergralet

Vi har
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Residueteoremet gir

R . . .
/ f(z)e'**dz + f(2)e"**dz = 2miRes =149, f(2)e'?*
—R Sr

=2r lim (2+4+1-— 2i)f(z)eiaz — 27ri(4i)—1€—ia—2a
2 1+2i

= 3672‘1((:05@ —isina),

nar R > /5.

Vi bruker resultatet fra b) og far

*  cosax
/ —————dz =Re (ge_2a(cosa —isina)) = ge_za cos a.

o T2+ 2245

Oppgave 3 Bestem alle verdier av c¢ slik at funksjonen
u(z,y) = e“sinycosy

er harmonisk.
Finn alle analytiske funksjoner f(z) slik at u(z,y) = Re f(2), z = = + iy.

Fgrst vi regner ut Au = Uz, + uyy. Vi far

Au = ?e“sinycosy — 4e“ siny cosy = (2 — 4)e““ siny cos y.

Fglgelig er u harmonisk nar ¢ = 2 eller ¢ = —2.
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Hvis det eksisterer en analytisk funksjon f slik at v = Re(f), sa er h harmonisk og da er
¢ = 2eller c = —2. La ¢ = 2 for a finne v slik at u + v er analytisk bruker vi Cauchy—

Riemannligningene. De gir

Uy = Uy = 2¢* sinycosy, vy = —Uy = —e**(cos? y — sin® y).

Vi intergerer den andre ligningen og far

1
v(z,y) = —562“7((:052 y —sin?y) + C(y).

Ved hjelp av den forste ligningen ser vi at C(y) = C er uavhengig av y. Dette gir

1
flz,y) =u(z,y) +iv(z,y) = 56296(2 siny cosy — i(cos® y — sin®y + C)

=— %e%(cos 2y +isin2y + C) = —%eQZ + Ci.
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Hvis ¢ = —2 vi far

Vy = Uy = —2e T sinycosy, vy = —Uuy = —e 2% (cos? y — sin?y)

og

1
v(z,y) = 56_2I(COS2 y —sin?y) + C.

En analytisk funksjon blir da
1
flz,y) =u(z,y) +iv(z,y) = 56_21(2 siny cosy + i(cos? y — sin®y + C)

= %e‘zx(cos 2y —isin2y + C) = %e‘zz +1C.

Oppgave 4

a) Finn Fourier sinusrekken til funksjonen f(z) = 7z — 22, 0 <z <.

Vi har
2 [T 2 [T
by, = — / f(x)sinnxdr = / (mz — %) sinnxdr

T Jo T Jo

2 —r2) - r=m 2 ™
= (rz —27) = cosmz — [ (7 — 2x) cos xdzx

™ n =0 nm Jo

or — 22) sinna jz=r 2 [T

= (r — 2) sin n ——= 2sinnxdx
nm n lz=0 n?m )
4 z=r 4 41— (=1)™)

= m(— cos nx) e ﬁ(l —cosnm) = B

Fglgelig er by, = 0, bog41 = W'

Fourier sinusrekken blir

— 41— (=1)") . 8 . 8 .
Zfsmnazz—smx+—sm3x+...
= nemw T 27w

b) La u bli en lgsning av randverdiproblemet

Up = Ugy — 22Uy, O0<ax <, t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

Vis at hvis u(z,t) = F(x)G(t) sa blir F(x) = e”sinnz hvor n er et helt tall.
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Ligningen blir FG' = F"G — 2F'G og randbetingelsene holder nar F(0) = F(7) = 0. Vi skriver
ligningen pa formen

G'" F"—-2F
c-F &
Randverdiproblemet til F' er
(1) F" —2F —kF =0,
(2) F(0) = F(m) =0.

Den karakteristiske ligningen er \> — 2\ — k = 0. Den har to rgtter, \; = 1 + 1+ k og
Ay =1 —+/1+ k. Vi har tre tilfeller:

e 1+k >0, darottene er reelle og generell lgsning blir F(z) = C1eM® + Cye??. Da gir (2)
at
Ci+Cy=0 og Cle)\“r + CQGAQW =0,

og dermed ma C1 = Co = 0 (fordi A\; # A\2). Vi far F(z) = 0.

e 1+ k = 0, da generell lgsning er F(x) = C; 4+ Cox, og vi far C; = 0 = Cy + Cam og
F(z) = 0.

e 1 +k<0,lal+k=—w? generell Igsningen blir F(z) = C1e” coswz + Cze” sinwx. Da
(2) gir C1 = 0 = Ce” coswm + Cae™ sinwm. Hvis Cy # 0, ma sinwm = 0 og dermed er
w E 7

Vi har funnet at problemet har en ikke-triviel lgsning (en lgsning forskjellig fra null) nar den
karakteristiske ligningen A2 — 2\ — k = 0 har to komplekse rgtter, A2 = 1 £ ni. Da blir
k=—-1-n?o0g F, =e®sinnz,n=1,2,3, ...

c) Finn lgsningen av randverdiproblemet i b) som tilfredstiller
u(z,0) =e"f(x), w(x,0)=0, 0<z<m,
der funksjonen f(x) blir gitt i a).
Fra lgsningen i b) vet vi at F}, = e*sinnz og G’ — kG = 0, k = —1 — n?. Vi finner fglgende

lgsning: G Al

Alle lgsninger pa formen u(z,y) = F(x)G(t) av randverdiproblemet er gitt som

Up(z,t) = Ape® sin nwe*(1+"2)t, n=1,2,3,...
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Ut i fra superposisjonsprinsippet er
> 2
(3) u(z,t) = Z Ape® sin npe” 1+t
n=1

en kandidat til lgsning av randverdiproblemet. Vi har
o0
u(z,0) = Z Ape®sinnz.
n=1

Betingelsen u(z,0) = e* f(z) gir A, = by, fra lgsning til a). Vi far

o0 )
4(1 — (=1)™
u(x,t) = Z bye” sin nwe~ (Dt = Z (ngw))ex sin nae~ ("L,
n=1 n=1




