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Løsningsskisse

Oppgave 1 Bruk Laplacetransformen for å løse ligningen

y(t) +
∫ t

0
eτy(t− τ)dτ = δ(t− 5), t ≥ 0.

Vi kan skrive integralet som en konvolusjon, da blir ligningen

y(t) + et ∗ y = δ(t− 5).

Vi tar Laplacetransformen av likningen:

Y (s) +
1

s− 1
Y (s) = e−5s.

Dette er en algebraisk ligning for Y med løsning

Y (s) = e−5s s− 1
s

= e−5s − 1
s
e−5s.

Vi inverstransformerer og f̊ar løsningen

y(t) = δ(t− 5)− u(t− 5).

Oppgave 2

a) Finn de singulære punktene til funksjonen

f(z) =
1

z2 + 2z + 5
.

Regn ut residuene i disse punktene.
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Vi finner røttene til z2 + 2z + 5 = 0, de er −1 + 2i og −1− 2i. Da blir

f(z) =
1

(z − (−1 + 2i))(z − (−1− 2i))
.

Punktene z1 = −1+2i og z2 = −1− 2i er de singulære punktene til f , begge er 1.ordens poler.
Residuene blir

Res z=−1+2i = lim
z→−1+2i

(z +1− 2i)f(z) =
1
4i

og Res z=−1−2i = lim
z→−1−2i

(z +1+2i)f(z) = − 1
4i

.

b) La a være et positivt reelt tall og la SR være en halvsirkelen parametrisert ved

z(θ) = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π.

Vis at
lim

R→∞

∫
SR

f(z)eiazdz = 0.

Trekantulikheten gir |z − a| ≥ |z| − |a|, s̊a vi f̊ar

|z − (−1 + 2i)| ≥ |z| −
√

5 og |z − (−1− 2i)| ≥ |z| −
√

5.

Hvis |z| = R >
√

5 s̊a blir

|f(z)| = |(z + 1− 2i)−1(z + 1 + 2i)−1| ≤ (R−
√

5)−2.

N̊ar z er p̊a halvsirkelen SR er y = Im z > 0. Dette gir |eiaz| = |eiaxe−ay| ≤ 1. Vi bruker
ML-ulikheten,

|
∫

SR

f(z)eiazdz| ≤ πR

(R−
√

5)2
.

Vi ser at limR→∞
πR

(R−
√

5)2
= 0 og dermed er

lim
R→∞

∫
SR

f(z)eiazdz = 0.

c) Regn ut intergralet ∫ +∞

−∞

cos ax

x2 + 2x + 5
dx.

Vi har ∫ ∞

−∞

cos ax

x2 + 2x + 5
dx = lim

R→∞
Re

(∫ R

−R

eiax

x2 + 2x + 5
dx

)
.
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Residueteoremet gir∫ R

−R
f(z)eiazdz +

∫
SR

f(z)eiazdz = 2πiRes z=−1+2if(z)eiaz

= 2πi lim
z→−1+2i

(z + 1− 2i)f(z)eiaz = 2πi(4i)−1e−ia−2a

=
π

2
e−2a(cos a− i sin a),

n̊ar R >
√

5.

Vi bruker resultatet fra b) og f̊ar∫ ∞

−∞

cos ax

x2 + 2x + 5
dx = Re (

π

2
e−2a(cos a− i sin a)) =

π

2
e−2a cos a.

Oppgave 3 Bestem alle verdier av c slik at funksjonen

u(x, y) = ecx sin y cos y

er harmonisk.
Finn alle analytiske funksjoner f(z) slik at u(x, y) = Re f(z), z = x + iy.

Først vi regner ut ∆u = uxx + uyy. Vi f̊ar

∆u = c2ecx sin y cos y − 4ecx sin y cos y = (c2 − 4)ecx sin y cos y.

Følgelig er u harmonisk n̊ar c = 2 eller c = −2.

Hvis det eksisterer en analytisk funksjon f slik at u = Re (f), s̊a er h harmonisk og da er
c = 2 eller c = −2. La c = 2 for å finne v slik at u + iv er analytisk bruker vi Cauchy–
Riemannligningene. De gir

vy = ux = 2e2x sin y cos y, vx = −uy = −e2x(cos2 y − sin2 y).

Vi intergerer den andre ligningen og f̊ar

v(x, y) = −1
2
e2x(cos2 y − sin2 y) + C(y).

Ved hjelp av den første ligningen ser vi at C(y) = C er uavhengig av y. Dette gir

f(x, y) =u(x, y) + iv(x, y) =
1
2
e2x(2 sin y cos y − i(cos2 y − sin2 y + C)

=− i

2
e2x(cos 2y + i sin 2y + C) = − i

2
e2z + Ci.



TMA4120 Matematikk 4K, 18.12.2007 Side 4 av 6

Hvis c = −2 vi f̊ar

vy = ux = −2e−2x sin y cos y, vx = −uy = −e−2x(cos2 y − sin2 y)

og

v(x, y) =
1
2
e−2x(cos2 y − sin2 y) + C.

En analytisk funksjon blir da

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) =
1
2
e−2x(2 sin y cos y + i(cos2 y − sin2 y + C)

=
i

2
e−2x(cos 2y − i sin 2y + C) =

i

2
e−2z + iC.

Oppgave 4

a) Finn Fourier sinusrekken til funksjonen f(x) = πx− x2, 0 ≤ x ≤ π.

Vi har

bn =
2
π

∫ π

0
f(x) sinnxdx =

2
π

∫ π

0
(πx− x2) sinnxdx

=
2(πx− x2)

π

− cos nx

n

∣∣∣x=π

x=0
+

2
nπ

∫ π

0
(π − 2x) cos xdx

=
2(π − 2x)

nπ

sinnx

n

∣∣∣x=π

x=0
+

2
n2π

∫ π

0
2 sinnxdx

=
4

n3π
(− cos nx)

∣∣∣x=π

x=0
=

4
n3π

(1− cos nπ) =
4(1− (−1)n)

n3π
.

Følgelig er b2k = 0, b2k+1 = 8
(2k+1)3π

.

Fourier sinusrekken blir
∞∑

n=1

4(1− (−1)n)
n3π

sinnx =
8
π

sinx +
8

27π
sin 3x + ...

b) La u bli en løsning av randverdiproblemet

ut = uxx − 2ux, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0.

Vis at hvis u(x, t) = F (x)G(t) s̊a blir F (x) = ex sinnx hvor n er et helt tall.
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Ligningen blir FG′ = F ′′G−2F ′G og randbetingelsene holder n̊ar F (0) = F (π) = 0. Vi skriver
ligningen p̊a formen

G′

G
=

F ′′ − 2F ′

F
= k.

Randverdiproblemet til F er

F ′′ − 2F ′ − kF = 0,(1)
F (0) = F (π) = 0.(2)

Den karakteristiske ligningen er λ2 − 2λ − k = 0. Den har to røtter, λ1 = 1 +
√

1 + k og
λ2 = 1−

√
1 + k. Vi har tre tilfeller:

• 1 + k > 0, da røttene er reelle og generell løsning blir F (x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x. Da gir (2)
at

C1 + C2 = 0 og C1e
λ1π + C2e

λ2π = 0,

og dermed m̊a C1 = C2 = 0 (fordi λ1 6= λ2). Vi f̊ar F (x) = 0.

• 1 + k = 0, da generell løsning er F (x) = C1 + C2x, og vi f̊ar C1 = 0 = C1 + C2π og
F (x) = 0.

• 1 + k < 0, la 1 + k = −w2, generell løsningen blir F (x) = C1e
x cos wx + C2e

x sinwx. Da
(2) gir C1 = 0 = C1e

π cos wπ + C2e
π sinwπ. Hvis C2 6= 0, m̊a sinwπ = 0 og dermed er

w ∈ Z

Vi har funnet at problemet har en ikke-triviel løsning (en løsning forskjellig fra null) n̊ar den
karakteristiske ligningen λ2 − 2λ − k = 0 har to komplekse røtter, λ1,2 = 1 ± ni. Da blir
k = −1− n2 og Fn = ex sinnx, n = 1, 2, 3, ....

c) Finn løsningen av randverdiproblemet i b) som tilfredstiller

u(x, 0) = exf(x), ut(x, 0) = 0, 0 < x < π,

der funksjonen f(x) blir gitt i a).

Fra løsningen i b) vet vi at Fn = ex sinnx og G′ − kG = 0, k = −1 − n2. Vi finner følgende
løsning:

Gn = Ane−(1+n2)t.

Alle løsninger p̊a formen u(x, y) = F (x)G(t) av randverdiproblemet er gitt som

un(x, t) = Anex sinnxe−(1+n2)t, n = 1, 2, 3, ....
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Ut i fra superposisjonsprinsippet er

(3) u(x, t) =
∞∑

n=1

Anex sinnxe−(1+n2)t

en kandidat til løsning av randverdiproblemet. Vi har

u(x, 0) =
∞∑

n=1

Anex sinnx.

Betingelsen u(x, 0) = exf(x) gir An = bn fra løsning til a). Vi f̊ar

u(x, t) =
∞∑

n=1

bnex sinnxe−(n2+1)t =
∞∑

n=1

4(1− (−1)n)
n3π

ex sinnxe−(n2+1)t.


