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1 1. Laplace-transformer ligningen:

sY − y(0) + Y (s) = L
[
e−t cos t

]
(s)− 5L[u(t− 1)](s)

= L[cos t](s+ 1)− 5
e−s

s

=
s+ 1

(s+ 1)2 + 12
− 5

e−s

s

Her har vi brukt s-forskyvning og formlene for L [cos t] (s) og L[u(t− 1)](s) (tabell).

2. Løs for Y: (y(0) = 0)

Y (s) =
1

(s+ 1)2 + 1
− 5e−s

1

s(s+ 1)

3. L−1-transformerer:

y(t) = L−1[Y ](t) = L−1
[

1

(s+ 1)2 + 1

]
(t)− 5L−1

[
e−s

1

s(s+ 1)

]
(t)

Here

1

s(s+ 1)
=

1

s
− 1

s+ 1
=⇒ L

[
1

s(s+ 1)

]
(t) = 1− e−t

L−1
[
e−s

1

s(s+ 1)

]
(t) = L−1

[
1

s(s+ 1)

]
(t− 1)u(t− 1) = (1− e−(t−1))u(t− 1)

L−1
[

1

(s+ 1)2 + 1

]
(t) = e−tL

[
1

s2 + 1

]
(t) = e−t sin t

Dvs.

y(t) = e−t sin t− 5(1− e−(t−1))u(t− 1)

PS: Formelarket gir direkte at L[e−t cos t](s) = s+1
(s+1)2+1

, L−1
[

1
(s+1)2+1

]
(t) = e−t sin t.

2 Fourier-cosinusrekka til f(x) = sin(πx) p̊a [0, 1] er Fourier-rekka til den like 2-periodiske
utvidelsen g av f til R:
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Since cos(2nπ0) = 1 for alle n ∈ N,

0 = g(0) =
2

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
· 1 =⇒

∞∑
n=1

1

4n2 + 1
=
π

4
· 2

π
=

1

2
.

3 1. Fouriertransformer initialverdiproblemet (mhp x):

F [ut] + 3F [ux] + 5F [u] = 0, w ∈ R, t > 0,

F [u(x, 0)] = F [g], w ∈ R.

La û(w, t) = F [u(., t)](w), ĝ(w) = F [g(.)](w) og bruk at

F [ut] =
∂

∂t
F [u] = ût og F [ux] = iwû

slik at

ût + (3iw + 5)û = 0, w ∈ R, t > 0,

û(w, 0) = ĝ(w), w ∈ R.

2. Løs for û:

û(w, t) = ĝ(w)e−(3iw+5)t.

3. F−1-transformer (bruk hint):

u(x, t) = F−1[û(w, t)](x9 = e−5tF−1[e−3iwtĝ(w)](x) = e−5tg(x− 3t).

4 a) Nevner har nullpunkt i z = 0, z = ±1 og teller i z = ±2, dvs. f(z) har singulariteter,
1. ordens poler, i z = 0, z = ±1. Sirkelen |z| = 1

2 omslutter kun z = 0, mens sirkelen
|z − 1| = 11

10 omslutter z = 0 og z = 1.

Res
z=0

f(z) = lim
z→0

zf(z) =
0− 4

1− 0
= −4,

Res
z=1

f(z) =
z2 − 4

(z(1− z2))′
∣∣∣
z=1

=
3

2

(
eller lim

z→1
(z − 1)

z2 − 4

−z(z − 1)(z + 1)
=

3

2

)
.

Residyteoremet gir da:∮
|z|= 1

2

f(z)dz = 2πi(−4) = −8πi,∮
|z−1|= 11

10

f(z)dz = 2πi(−4 +
3

2
) = −5πi.

b) Siden f(z) =
(
z − 4

z

)
g(z) for g(z) = 1

1−z2 , og

g(z)
u=z2
=

1

1− u
=
∞∑
n=0

un =

∞∑
n=0

z2n for |u| < 1⇔ |z| < 1

g(z)
u= 1

z2=
1

1− 1
v

= −v 1

1− v
= −

∞∑
n=0

vn+1 = −
∞∑
n=0

z−2n−2 for |u| < 1⇔ |z| > 1,
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fordi den geometriske rekken konvergerer for |z| < 1, har vi følgende Laurentrekker:

f(z) =

(
z − 4

z

) ∞∑
n=0

z2n =

∞∑
n=0

z2n+1 − 4

∞∑
n=0

z2n−1

= −4

z
− 3

∞∑
n=0

z2n+1 for 0 < |z| < 1,

f(z) =

(
z − 4

z

)(
−
∞∑
n=0

z−2n−2

)
= −

∞∑
n=0

z−2n−1 + 4

∞∑
n=0

z−2n−3

= −1

z
+ 3

∞∑
n=0

z−2n−3 for |z| > 1.

c) Laurentrekka i z = i med sentrum i z = 1 konvergerer i den største annulus

Ar,R = {z : r < |z − 1| < R}

hvor Ar,R 3 i og f er analytisk. Funksjonen f er analytisk uten om i de singulære
punktene, og avstanden fra z = 1 til disse er

|1− 1| = 0, |1− 0| = 1, |1− (−1)| = 2.

Dvs. at f(z) har Laurentrekker om z = 1 som konvergerer i A0,1, A1,2, eller A2,∞.

Avstanden fra z = 1 til z = i: d = |1− i| =
√

2, dvs. 1 < d < 2 og i ∈ A1,2.

Det største konvergensomr̊ade som inneholder i er da A1,2.

5 Første integral:∫
Sr

f(z)dz =

∫
Sr

3

z2 + 4
dz +

∫
Sr

7

z
dz = I1,r + I2,r −→

r→0
7πi

siden

I2,r =

∫ π

0

7

reit
ireitdt = 7πi og |I1,r|

ML
≤ max
|z|=r

3

|z2 + 4|
· πr r→0→ 0.

Her har vi brukt ML-ulikheten og at max|z|=r
3

|z2+4|
r→0→ 3

4 siden 3
z2+4

er kontinuerlig i
z = 0.

Andre integral:∣∣∣∣∫
Sr

g(z)dz

∣∣∣∣ ML
≤ max
|z|=r

|z + i|
|1 + z4|

πr ≤ r + 1

r4 − 1
πr

r→∞→ 0,

siden |z + i| ≤ |z|+ 1 = r + 1 n̊ar |z| = r og

|z4| = |z4 + 1− 1| ≤ |z4 + 1|+ 1 =⇒ |z4 + 1| ≥ |z|4 − 1 = r4 − 1 n̊ar |z| = r > 1.

6 a) Likning:

v = u+ sinx, vx = ux + cosx, vxx = uxx − sinx, uyy = vyy

=⇒ sinx = uxx + uyy = vxx + sinx+ vyy
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=⇒ vxx + vyy = 0 i 0 < x < π, 0 < y < π

Randbetingelser:

v(0, y) = u(0, y) + sin 0 = 0 + 0 = 0, 0 < y < π,

v(π, y) = u(π, y) + sinπ = 0 + 0 = 0, 0 < y < π,

v(x, 0) = u(x, 0) + sinx = 0 + sinx = sinx, 0 < x < π,

v(x, π) = u(x, π) + sinx = 0 + sinx = sinx, 0 < x < π.

b) Løs først for v med separasjon av variable:

v(x, y) = F (x)G(y)

=⇒


F ′′G+ FG′′ = 0, 0 < x < π, 0 < y < π,

F (0)G(y) = 0 = F (π)G(y), 0 < y < π,

F (x)G(0) = sinx = F (x)G(π), 0 < x < π.

Divider første likning p̊a FG og anta at FG 6= 0,

F ′′

F
= −G

′′

G
= konst = k.

Hvis FG 6≡ 0 gir andre likning at F (0) = 0 = F (π).

Tredje likning en inhomogen betingelse, vi venter med den! Vi har da at

F ′′ = kF, 0 < x < π, (1)

F (0) = 0 = F (π) (2)

G′′ = −kG, 0 < y < π. (3)

Løs (1) og (2):

i) k = 0 =⇒ F = A+Bx
(2)

=⇒ A = B = 0 =⇒ F ≡ 0

ii) k > 0 =⇒ F = Ae
√
kx +Be−

√
kx (2)

=⇒ A+B = 0 og Ae
√
kπ +Be−

√
kπ = 0

=⇒ A = B = 0 =⇒ F ≡ 0

iii) k = −c2 < 0 =⇒ F = A cos cx+B sin cx
(2)

=⇒ A = 0 og B sin cπ = 0

=⇒ A = 0 og [B = 0 eller sin cπ = 0]

B = 0 =⇒ F ≡ 0 mens

sin cπ = 0⇔ c = n ∈ Z (og k = −n2)
Dvs. (1) og (2) har løsning F 6≡ 0 kun hvis k = −n2, n ∈ Z, og da er

F = Fn = Bn sinnx.

Løs (3) n̊ar k = −n2:

G′′ − n2G = 0 =⇒ G = Ceny +De−ny

Dvs. løsning v av (1)-(3):

vn(x, y) = Fn(x)Gn(y) =
(
C̃ne

ny + D̃ne
−ny
)

sinnx, n ∈ Z
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Merk at likning (4) og (5) i eksamensoppgaven svarer til Fn med n = 1. Prøv med
v = v1:

sinx
(4)
= v1(x, 0) = (C̃1 + D̃1) sinx =⇒ C̃1 + D̃1 = 1

sinx
(5)
= v1(x, π) = (C̃1e

π + D̃1e
−π) sinx =⇒ C̃1e

π + D̃1e
−π = 1

Disse to ligningene gir{
C̃ = 1− D̃,
(1− D̃)eπ + D̃e−π = 1,

=⇒

{
D̃ = eπ−1

eπ−e−π ,

C̃ = 1−e−π
eπ−e−π .

Dermed har vi funnet v, og fra a) har vi da at

u(x, y) = v(x, y)− sinx =

(
−1 +

(1− e−π)ey + (eπ − 1)e−y

eπ − e−π

)
sinx.
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