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Lgsningsforslag

1. Laplace-transformer ligningen:

sY —y(0) +Y(s) = L [e " cost] (s) — BL[u(t — 1)](s)

e*S

= L[cost](s+1) =5

s
st e
C(s+1)2 412 s

Her har vi brukt s-forskyvning og formlene for £ [cost] (s) og L[u(t — 1)](s) (tabell).
2. Lgs for Y: (y(0) =0)

1 L1
YO = G021 % s+

3. L l-transformerer:

_ — 1 - —s 1
ye) = L7 = £ [(s+1)2+1} (=-5£7 [e s(s+1)} W
Here
1 1 1 t
s(s+1) s s+l E[s(sﬂ)](t):l_e

Dvs.

y(t) = e tsint —5(1 — e D)yt — 1)

PS: Formelarket gir direkte at L[e™t cost](s) = ﬁ, L1 [m} (t) = e tsint.

Fourier-cosinusrekka til f(z) = sin(mzx) pa [0,1] er Fourier-rekka til den like 2-periodiske
utvidelsen g av f til R:
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Since cos(2nm0) = 1 for alle n € N,

2 4 1 >
= = - — — 7'1
0=9(0) T 7Tn§:l4n2—1 —

1 2
2 i ™

T
—aAn? 41 4
1. Fouriertransformer initialverdiproblemet (mhp x):

Flug] + 3F[ug] +5F[u] =0 w e R,
]:[u(q:,O)] = -F[g}v w € R.

]:[u('vt)}(w)v f[g()](w) og bruk at

]:[Ut] = 0

1

5"

t>0,

= og Flug] = iwt
slik at

iy + (3iw + 5)d = 0,

weR, t>0,
ﬁ“(w70) = g(?ﬂ),

w € R.
2. Lgs for u:

ﬂ(w, t) _ g(w)e—(i’)iw-‘rB)t‘

3. F~ltransformer (bruk hint):

u(z,t) = F Ha(w, t)] (29 = e PF e 3™ g(w)](z) = e gz — 3t).
a) Nevner har nullpunkt i z =0, z = £1 og teller i z = £2, dvs. f(z) har singulariteter,

1
10

1. ordens poler, i z = 0, z = 1. Sirkelen |z| = 5
|z —1] =1

omslutter z =0 og z = 1.

omslutter kun z = 0, mens sirkelen

. 0-4
R o) =ma ) =g =
2?2 -4 3 2> —4 3
St IR ler lim(z — 1 =2).
Res o) = G =29y et ~ 2 (e er =) e 2>
Residyteoremet gir da:
?{ F(2)dz = 2mi(—4) = —8i,
|2l=35
. 3 .
7{ f(2)dz =2mi(—4 4+ =) = —5mi.
2=1]=15
b) Siden f(z) = (z — %) g(z) for g(z) = T2, 08
u=22 1 - n > 2n
g(z) = 1_u:nZOU :;z for ju <le|z| <1
9(2) u:zz% L o_ —v L —iv”“ = —i2_2”_2 for jul <1< |z >1
1- % 1-v n=0 n=0 7
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fordi den geometriske rekken konvergerer for |z| < 1, har vi folgende Laurentrekker:

4 o [e.9] o
— _ 2n _ 2n+1 2n—1
f(z)-(z Z)gz gz 452

4 [e.e]
=—--3 Il for0< |2 < 1,
. nz:;)z or ||

f(z)= (Z — i) (—gz%Q) = f: 2l 422%3

n=0

1 o0
=—+3 g z72n3 for |z| > 1.
z
n=0

c) Laurentrekka i z = ¢ med sentrum i z = 1 konvergerer i den stgrste annulus
A p={z:r<|z—1] < R}

hvor A, r > i og f er analytisk. Funksjonen f er analytisk uten om i de singulaere
punktene, og avstanden fra z = 1 til disse er

1-1[=0, 1-0=1, [1-(-1)]=2.
Dvs. at f(z) har Laurentrekker om z = 1 som konvergerer i Ag 1, A2, eller A .

Avstanden fra z = 1til 2 =i: d = |1 —i| =2, dvs. 1 <d <2 o0gi€ Apa.
Det stgrste konvergensomrade som inneholder 7 er da Aj o.

Fgrste integral:

3 7 .
s, f(Z)dZ = /Sr mdz + /ST ;dz = 1177» + 12,7» m T

siden
T i ML r—0

Ly,= | —iredt=Tri o Ly < max———-7r "= 0.

2r /0 rett & ’ l’T’ T z|=r |2’2+4|
Her har vi brukt ML-ulikheten og at max,—, ﬁ 30 % siden ﬁ er kontinuerlig i
z = 0.
Andre integral:

ML |z + 1 r+1 s
z)dz| < max mr < ar — 0,
/rg() I e B A |

siden |z +i| < |2| +1=7r+41nar |z| =7 og

=t 11 <+ 1+ 1 = [P >zt =1 =" = Indr 2] =7 > 1.

@ a) Likning:

v =u+sinx, Uy = Uz + COST, Vgg = Uggy — SINT, Uyy = Vyy

= SINT = Uy + Uyy = Vzg + SINT + Vyy
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= Uzg +Uyy =0 i O<zx<m O<y<mw

Randbetingelser:
v(0,y) = u(0,y) +sin0=0+0=0, 0<y<m,
v(m,y) = u(m,y) +sinmt =0+0=0, 0<y<m,
v(z,0) = u(z,0) +sinx = 0+ sinx = sinz, 0<zxz<m,
v(z,7) =u(x,m)+sinz =0+ sinx = sinz, 0<z<m.

b) Logs forst for v med separasjon av variable:

v(z,y) = F(z)G(y)

F'G+ FGQ" =0, O<z<m O<y<m,
= F(O)G(y)ZOZF() (), 0<y<m,
F(z)G(0) = F(z)G(m), 0<z<m.

Divider fgrste likning pa F'G og anta at F'G # 0,

F// GI/
T konst = k.

Hvis FG # 0 gir andre likning at F'(0) = 0 = F(m).

Tredje likning en inhomogen betingelse, vi venter med den! Vi har da at

F" = kF, 0<z<m, (1)
F(0)=0= F(n) (2)
G'=-kG, O0<y<n. (3)

Los (1) og (2):
) k=0 = F=A+Bzr 2% A=B=0 — F=0

i) k>0 = F= AeVkr 4 BemVhe L A+ B=0o0g AeV*™ 4 Be=VFT =
— A=B=0 = F=0
iii)k:—02<0:>F:Acoscx—i—Bsincx%AzOongincnzO
= A=00g [B=0eller sincr = 0]
B =0 = F =0 mens
siner=0&c=necZ (og k = —n?)
Dvs. (1) og (2) har lgsning F' # 0 kun hvis k = —n?, n € Z, og da er

F =F, = B,sinnz.
Lgs (3) nar k = —n?:

G"—n’G=0 = G=Ce"¥+ De ™
Dvs. lgsning v av (1)-(3):

vp(z,y) = Fp(2)Gr(y) = (C’neny + ﬁne_”y) sinnz, neZ
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Merk at likning (4) og (5) i eksamensoppgaven svarer til F,, med n = 1. Prgv med
V=11

sinx @ vi(z,0) = (C~'1 + ﬁl)sinx — C1+D; =1
sinx ®) vi(x,m) = (C’le” + Dle*”) sinz = Cie" + Die " =1
Disse to ligningene gir

C=1-D, D=L,
N 7 Npo—T - ~ _ 1—e"T
(1-D)e™ 4+ De™ ™ =1, C= .

e —e— T

Dermed har vi funnet v, og fra a) har vi da at

1—e"™)eY T—1)e Y
( € )e +(e )6 >Sinx.

uasy) = o(o.y) —sinz = -1+ e
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