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Oppgave 1 Vis at

L{tf ′(t)} = −F (s)− sF ′(s), L{tf ′′(t)} = −2sF (s)− s2F ′(s) + f(0)

hvor F (s) = L{f(t)}.
La y(t) være løsningen av differensialligningen

ty′′ + 2y′ − ty = 1

som oppfyller y(0) = 1, og la Y (s) være den Laplacetransformerte til y(t).
Vis at Y ′(s) = − 1

s(s− 1), og finn y(t).

(Kommentar: På grunn av differensialligningens form trenger vi bare én initialbe-
tingelse.)

Oppgave 2

a) Funksjonen f(x) er gitt ved

f(x) =

1, 0 ≤ x ≤ π
2

0, π
2 ≤ x ≤ π.

Finn Fourier-cosinusrekken til f(x).

b) Finn alle løsninger av den partielle differensialligningen

ut + u = uxx (1)

på formen u(x, t) = X(x)T (t) som tilfredsstiller randbetingelsene

ux(0, t) = ux(π, t) = 0, t > 0. (2)

c) Finn løsningen av (1) som i tillegg til randbetingelsene (2) også tilfredsstiller
initialbetingelsen u(x, 0) = f(x), hvor f(x) er funksjonen fra a).
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Oppgave 3 Funksjonene f(x) og g(x) er definert ved

f(x) = e−|x| og g(x) =

1, |x| ≤ 1
0, ellers.

a) Vis at de Fourier-transformerte av f(x) og g(x) er gitt ved

f̂(w) =
√

2
π

1
1 + w2 og ĝ(w) =

√
2
π

sinw
w

.

b) La h(x) = (f ∗ g)(x) =
∫∞
−∞ f(x − p)g(p) dp være konvolusjonen av f og g.

Bestem h(0).
Gjør rede for at

h(x) = 2
π

∫ ∞
−∞

1
1 + w2

sinw
w

eiwx dw,

og bestem verdien av integralet∫ ∞
−∞

sinw
w(1 + w2) dw.

Oppgave 4 Beregn det trigonometriske integralet∫ 2π

0

1
2 + sin θ dθ

ved residyregning.

Oppgave 5

a) Finn og klassifisér de singulære punktene til funksjonen

f(z) = 1− cos2 z

z2(4z − π) .

b) Beregn integralet ∫
C
f(z) dz

der C er enhetssirkelen med sentrum i origo, gjennomløpt én gang mot ur-
viseren.
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Formelliste

Laplacetransformasjonen

L(f(t)) = F (s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt

L(sinωt) = ω

s2 + ω2 L(cosωt) = s

ss + ω2

L(tn) = n!
sn+1 , n = 0, 1, 2, . . .

L(δ(t− a)) = e−as (a ≥ 0)

L(eatf(t)) = F (s− a)

L(f(t− a)u(t− a)) = e−asF (s), u(t− a) =

0, t < a

1, t > a
(a ≥ 0)

L(
∫ t

0
f(p)g(t− p) dp) = L(f(t)) · L(g(t))

L(f (n)(t)) = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0)

L(
∫ t

0
f(τ) dτ) = 1

s
F (s)

L(tf(t)) = −F ′(s) L(1
t
f(t)) =

∫ ∞
s

F (s̃) ds̃

Fouriertransformasjonen

F(f(x)) = f̂(w) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iwx dx, F−1(f̂(w)) = 1√
2π

∫ ∞
−∞

f̂(w)eiwx dw

F(f (n)(x)) = (iw)nf̂(w) F((−ix)nf(x)) = f̂ (n)(w)

F(eiaxf(x)) = f̂(w − a) F(f(x− a)) = e−iawf̂(w)

F(
∫ ∞
−∞

f(p)g(x− p) dp) =
√

2πF(f) · F(g)

F(e−ax2) = 1√
2a
e−w

2/4a, a reell og positiv.


