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Lgsningsforslag

Vi bruker formelen £(tf(t)) = —F'(s) = —LL(f(t)) med f'(t) og f"(t) i stedet for f(t),

og far
! d / d /
LEF(t) = = LI (1) = = (sF(s) = f(0)) = —F(s) — sF7(s)
d d
LF'(D) = L L(F'(1) = (2P (s) — s£(0) - £(0) = ~2F(s) - ’F(s) + £(0).
Bruker sa dette pa initialverdiproblemet ty” + 2y’ — ty = 1, y(0) = 1:
C26Y (s) — Y/ (s) 4 1+ 2(sY () — 1) + Y'(s) = (s> — 1)Y"(s) — 1 = £(1) = =
s
2 R | oy s+1 o1
— (s*=1)Y'(s) -1 o dvs. Y'(s) = e pa
Siden Y'(s) = L(—ty(t)), gir dette at L(—ty(t)) = —ﬁ =1L =r(1-¢, s
—ty(t) =1 —¢€t, dvs.
el —1
y(t) = ——-
a)
1 [ 1
ag = 7r/0' 1- dl’ = 5
2 [™/2 2. . ap 2 o7
an = W/o 1-cosnxdr = E[Slnnx]o = Esm(ni) (n=1,2,3,...)
2sin((2k — )mr/2) 2 (—1)!
a2k:0, a2k_1:ﬂ_bln((2k—1)ﬂ-/ ):77(2]{;)—1 (k:1,2,3,)

Sa Fourier-cosinusrekken blir

X 1Vk+1
1/2 + %Z (%1)_ cos((2k — 1)z).
1

b) u(z,t) = X(2)T(t) gir XT + XT = X"T. Divisjon med X7 gir L + 1 = XTN =k,
hvor k er en konstant. For X gir dette X” — kX =0 og X'(0) = X'(7) = 0.
Hvis k = p? > 0, far vi X = Acoshpz + Bsinhpz, X’ = pAsinhpx + pB cosh pz.
X'(0) = pBcosh0 = 0 gir B = 0 (siden p # 0), X'(7) = pAsinhpr =0 gir A =0
(siden sinhpm # 0). S& A = B = 0, dvs., vi far bare null-lgsningen.
k =0 gir X = A+ Bz, som sammen med randbetingelsene gir X = A = en konstant.
k= —p? <0gir X = Acospz+Bsinpz, X' = —pAsinpz+pBcospr. X' (0) = pB =0
gir B =0, X'(7) = pAsinpr = 0 gir p = n = 1,2,3,.... Sa for k& < 0 har vi
folgende muligheter for X: X,,(z) = A, cosnz, n =1,2,3,.... Disse kan slas sammen
med tilfellet £ = 0 til X,,(z) = A, cosnz, n=0,1,2,3,....

If*eksamen*2013-12-05 6. desember 2013 Side 1



Eksamen i TMA4120 Matematikk 4K 5. desember 2013

Sa k=-nn=0,1,2,3,... er de eneste verdiene av separasjonskonstanten k som
gir ikke-trivielle l@smnger
For T gir dette: 7 Ti1=k=-n?dvs, L =—-(n?+1),somgir T = e—(n*+1)t (trenger

ingen konstant foran e —(n*+1)¢ 51den den blir absorbert av konstanten foran cosnz).

Dermed har vi at alle lgsninger av differensialligningen (1) og randbetingelsene (2)
pa formen u(x,t) = X (x)T(t) er gitt ved

un(x,t) = Ay, cosne - e_(”2+1)t, n=0,1,2,3,....

c) Vi spker en lgsning pa formen u(z,t) = Y 2 jup(x,t) = > 7 Ay cosne - e~ (n*+1)t

som i tillegg til (1) og (2) ogsa oppfyller initialbetingelsen u(x,0) = f(x), hvor f(x) er
funksjonen fra a). Vi far u(z,0) = > ; A, cosnx = f(z), og det betyr at A,, = ay,
hvor a,, er koeffisientene funnet i a), dvs., Ay = 1/2, Ao, = 0, A1 = %(—2]13_’“;17
k=1,2,3,.... Sa den sgkte lgsningen blir

u(z,t) = uo(x,t) + Z ugg—1(z, 1)

k=1
i k+1
=-e '+ 2 (2_]3)1 cos(2k — 1)z - e~ ((2h=1)+1)t
7T J—
k=1
2 X 1 k+1
k=1

N 1 o .
— _‘I| —Zw.rd _ / z —’L’UJId + / —at —Zw;Bd
w e e xr = X —— X
U 2w /_Oo 2T

1 0
_ = (1- wad.%'—i—/ 1+7,u)xdx
27 /_oo V2T

1 1 -1 . r=ee
_ - (1—iw)zx L —(1+iw)z
‘ :|z:—oo+\/77|:1+zwe ]

2T
! Lo, 1 _\F 1
CVor \l—iw  1+dw/) Val+w?’
1 1 , 1t
g(w) = \/%/ 1-e "™y = \ﬁ/ (coswz + isinwz)dz
\/> =1
coswx dx = /coswxdx—\/i[blnwx}
\/27’(‘/ =0
_\/5511110
VT ow

hvor vi har brukt at coswz (resp. sinwzx) er en like (resp. odde) funksjon av x.

/ f(- p>dp:/_11f<p):2 01f<p>=2/01e—mp

1
—2(1—ely=2.9"7,
e

=0

b)
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hvor vi har brukt at f(p) = e~Pl er en like funksjon av p.
Siden h = f * g, folger at F(h) = v2rnF(f)F(g). Bruk av invers Fourier-transform

pa begge sider gir h = 27 F L (F(f)F(g)) = V2rF ! (f E), dvs.,

som for x = 0 gir

- [Tt dw—/ ff

Fra konvolusjonsformelen har vi A(0 , og alt dette gir til sammen:

e—l / \/7 \/551nw
1+ w?

e sinw T
— —dw=—(e—1).
/oo w(irer) W=l

. Via identiteten sinf = —( 0 _ =) og substitusjonen z = e far vi:

S | 1 d 2
0 2+sinf c2+ 5(2—1/z) 1z o2 +4iz—1

hvor C er enhetssirkelen gjennomlgpt én gang mot urviseren. Sett f(z) =

dvs.,

2 N
—=——. Nev-
z2+4iz—1

neren z2 + 4iz — 1 har forste ordens nullpunkter i z = z; = (-2 + \/g)z 0g z = 29 =
—(2 + V/3)i, sa f(z) har forste ordens poler i disse punktene. Bare z; ligger innenfor

enhetssirkelen. Vi skriver f(z) pa formen f(z) = m og beregner residyet i z1:

Resz:z1 f(z) = hmz—>21 ((Z - Zl)f(z)) = 21322 = 2551‘ = ﬁ’ sa

2T 1 ‘ . ,
| s o= [ e =2miRes g = 2w = = S
2 2

. o . . . _ _ _ 2 _
Residyet kan ogsa beregnes slik: Res,—,, f(z) = T, O avE

1
Vi
a) Mulige singuleere punkter er der hvor nevner er lik 0, nemlig z = 0 og z = w/4.
Punktet z = 0 er imidlertid en hevbar singularitet fordi

1 —cos?z _ sin?z . sinz. o . Cosz
lim —— — =lim =
z—0 z z—0 z z—0 z z—0 1

ved L’Hopitals regel, sa uttrykket 1_‘;‘%22 blir analytisk i 0 dersom vi gir det verdien
1 der. Alternativt kunne vi brukt Maclaurin-rekken til sin z:

1—cos’z sinz  (z—23/31+2°/50 — .- )2 221 —22/31+24/50 —...)2

2 22 22

= (1—2%/31 4 24/51 —...)?

og kommet til samme resultat.

z = /4 er et enkelt nullpunkt for nevneren til f(z), og siden telleren er forskjellig
fra 0 der, er z = m/4 en enkel pol for f(z).

Oppsummert: z = 0 er en hevbar singularitet. z = 7/4 er en enkel pol.

z 22
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b) Polen z = m/4 ligger innenfor enhetssirkelen. Vi beregner residyet:

1 —cos?z 1-1/2 2
Q = 1 — 4 = - = —=
213574f(2) HH&((Z m/4)f(2)) ZAd |, AR
Alternativt:
1—cos?z 1-1/2 1/2 2
Res, () = L(2(4z - W))| oy @2l 12e216 2w ow/d w
Dette gir:

2 4
/Cf(z) dz = 2mi( Res f(2)) = 2mi—5 = =,
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