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Fra Kreyszig, avsnitt 5.4

13 Vi skal finne invers Laplacetransformert f(t) for F (s) = ln
[

(s2 + 1)/(s − 1)2
]

ved å
bruke formel (1) L{tf(t)} = −F ′(s), Kreyszig s. 275 (eller formel (6), Kreyszig s. 276).

Vi f̊ar

F ′(s) =
d

ds
ln

s2 + 1

(s − 1)2
=

d

ds

[

ln(s2 + 1) − 2 ln(s − 1)
]

=
2s

s2 + 1
−

2

s − 1

−tf(t)
(1)
= L−1{F ′(s)} = 2L−1

{ s

s2 + 1
−

1

s − 1

}

= 2
(

cos t − et
)

f(t) = −
2

t

(

cos t − et
)

=
2

t

(

et − cos t
)

.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.5

9 Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet u(t − 3) ∗ e−2t =
∫

t

0 u(τ − 3)e−2(t−τ) dτ .

N̊ar 0 < t < 3 f̊ar vi u(t − 3) ∗ e−2t =
∫

t

0 0 · e−2(t−τ) dτ = 0 siden u(τ − 3) = 0 for
0 < τ < t n̊ar t < 3.

N̊ar t > 3 f̊ar vi

u(t − 3) ∗ e−2t =

∫

t

0
u(τ − 3) · e−2(t−τ) dτ =

∫ 3

0
0 · e−2(t−τ) dτ +

∫

t

3
1 · e−2(t−τ) dτ

= 0 + 1
2e−2(t−τ)

∣

∣

∣

t

τ=3
= 1

2

[

1 − e−2(t−3)
]

.

Svaret kan da skrives u(t − 3) ∗ e−2t = 1
2

[

1 − e−2(t−3)
]

u(t − 3).

15 Vi skal finne f(t) = L−1{s/(s2 + π2)2} ved å bruke konvolusjon. Vi merker oss først at

s

(s2 + π2)2
=

1

π

π

s2 + π2
·

s

s2 + π2

og vet at L−1{π/(s2 + π2)} = sinπt og L−1{s/(s2 + π2)} = cosπt (Tabell 5.1, Kreyszig
s. 254). Følgelig f̊ar vi, ved konvolusjonsregelen (Teorem 1, Kreyszig s. 279),

f(t) =
1

π
L−1

{ π

s2 + π2
·

s

s2 + π2

}

=
1

π
sinπt ∗ cosπt =

1

π

∫

t

0
sinπv cos π(t − v) dv.

For å regne ut integralet kan vi bruke den trigonometriske identiteten

sinA cos B = 1
2 [sin (A + B) + sin (A − B)] (jf. Rottmann s. 88)
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med A = πv, B = π(t − v) og følgelig A + B = πt, A − B = π(2v − t). Det gir

f(t) =
1

π

∫

t

0
sinπv cosπ(t − v) dv =

1

2π

∫

t

0
[sinπt + sinπ(2v − t)] dv

=
1

2π

[

v sinπt −
1

2π
cosπ(2v − t)

]

t

v=0

=
1

2π

[(

t sinπt −
1

2π
cos πt

)

−
(

−
1

2π
cos (−πt)

)]

=
t

2π
sinπt

der vi i siste linje forenklet svaret ved å bruke cos (−πt) = cos πt.

29 Laplacetransformasjonen skal brukes til å løse integralligningen

y(t) = 1 −

∫

t

0
(t − τ)y(τ) dτ.

Vi ser at ligningen kan skrives y(t) = 1− t∗y(t). Vi setter Y = L(y) og Laplacetransfor-
merer ligningen ved bruke L(tn) = n!/sn+1 (med n = 0 og 1) og konvolusjonsregelen.
Det gir

Y (s) =
1

s
−

1

s2
Y (s).

S lser vi ut Y (s):
(

1 +
1

s2

)

Y (s) =
1

s
,

(

s2 + 1

s2

)

Y (s) =
1

s
, Y (s) =

s

s2 + 1
,

og inverstransformerer tilslutt (ved hjelp av tabell):

y(t) = L−1(Y ) = L−1

{

s

s2 + 1

}

= cos t.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.6

6 Me søkjer f(t) = L−1{F (s)} for F (s) = (s3 − 3s2 + 6s − 4)/[s2 − 2s + 2]2. Polynomet
s2 − 2s + 2 er irredusibelt, og me delbrøkoppspaltar derfor slik:

F (s) =
s3 − 3s2 + 6s − 4

(s2 − 2s + 2)2
=

As + B

(s2 − 2s + 2)2
+

Cs + D

s2 − 2s + 2
.

For å bestemma A,B,C og D multipliserer me med fellesnemnaren (s2 − 2s + 2)2 og
samanliknar koeffisientane til sn p̊a begge sider av likskapsteiknet.

s3 − 3s2 + 6s − 4 = As + B + (Cs + D)(s2 − 2s + 2)

= Cs3 + (D − 2C)s2 + (A + 2C − 2D)s + B + 2D

(a) [s3] : 1 = C

(b) [s2] : −3 = D − 2C

(c) [s1] : 6 = A + 2C − 2D

(d) [s0] : −4 = B + 2D

som gjev

C = 1

D = 2C − 3 = −1 fr̊a (a)

A = 6 + 2D − 2C = 2 fr̊a (b)

B = −4 − 2D = −2 fr̊a (c)
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Dermed blir

F (s) =
2s − 2

(s2 − 2s + 2)2
+

(s − 1)

s2 − 2s + 2

= 2
s − 1

((s − 1)2 + 1)2
+

s − 1

(s − 1)2 + 1
.

Fr̊a formel 11 og 12 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig har me

L{eat cos ωt} =
s − a

(s − a)2 + ω2

L{eat sinωt} =
ω

(s − a)2 + ω2
.

Ved å utnytta dette og formelen for produkt av sinus og cosinus i Rottmann f̊ar me

L−1

{

s − 1

((s − 1)2 + 1)2

}

= L−1

{

s − 1

(s − 1)2 + 1
·

1

(s − 1)2 + 1

}

= et cos t ∗ et sin t

=

∫

t

0
eτ cos τ · et−τ sin (t − τ)dτ

=
et

2

∫

t

0
(sin (t − 2τ) + sin t)dτ

=
et

2
{

[

−
1

2
cos (t − 2τ)

]

t

0

+ t sin t}

=
1

2
tet sin t.

I den første overgangen er det brukt konvolusjonsregelen. Me st̊ar til slutt igjen med

f(t) = et(t sin t + cos t).

11 Me skal utleia formelen

L−1

{

s

s4 + 4a4

}

=
1

2a2
sinhat sin at.

Fr̊a Rottmann side 82 har me

sinhat =
1

2
(eat − e−at)

slik at

f(t) =
1

4a2

(

eat sin at + e−at sin (−at)
)

.
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Dermed blir

F (s) =
1

4a2

{

a

(s − a)2 + a2
+

−a

(s + a)2 + a2

}

=
1

4a2

{

a[(s + a)2 + a2] − a[(s − a)2 + a2]

[(s − a)2 + a2][(s + a)2 + a2]

}

=
1

4a2

{

a[s2 + 2as + a2 − s2 + 2as − a2]

(s − a)2(s + a)2 + a2[(s − a)2 + (s + a)2] + a4

}

=
1

4a2

{

4a2s

[(s − a)(s + a)]2 + a2[(s − a)2 + (s + a)2] + a4

}

=
s

s4 + 4a4
.
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