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Fra Kreyszig, avsnitt 5.4

Vi skal finne invers Laplacetransformert f(¢) for F(s) = In [(s*+1)/(s — 1)?] ved &
bruke formel (1) £{tf(t)} = —F'(s), Kreyszig s. 275 (eller formel (6), Kreyszig s. 276).

Vi far
d s?+1 d

F'(s) = Elnm = [In(s*+1) —2In(s — 1)] =
s 1

—tf(t) W LTYF (s)} = 2£_1{82+ 1~ 5= 1} = 2(cost — €')

ft) = —%(cost— ') = %(et — cost).

2s 2
241 s—1

Fra Kreyszig, avsnitt 5.5

@ Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet u(t — 3) * e 2 = fg u(t — 3)e20=7) dr.

Nar 0 < t < 3 far vi u(t — 3) x e™2 = ng‘e_M_T) dr = 0 siden u(r — 3) = 0 for
0<7<tnart<3.

Nar ¢t > 3 far vi

t 3 .
u(t — 3) * e M = / u(t —3) - e 20=7) qr = / 0-e2=7) qr 4+ / 1.e2t=7) gr
0 0 3

-0+ %6—2(t—7) t _ %[1 B 6_2(t_3)]-

T=3

Svaret kan da skrives u(t — 3) x e ™2 = 1[1 — 6_2(t_3)]u(t —3).

Vi skal finne f(t) = L7 {s/(s? + 72)?} ved & bruke konvolusjon. Vi merker oss forst at

S 1o S
(s2+72)2  ms24 w2 524 2

og vet at L~ /(5?2 +72)} = sinnt og L7 H{s/(s?> +7%)} = cosnt (Tabell 5.1, Kreyszig
s. 254). Folgelig far vi, ved konvolusjonsregelen (Teorem 1, Kreyszig s. 279),

f(t) 15_1{ u i } L t % t ! /t i cosm(t —v)dv
= — . = —sinmt*cosmt = — | sinmv cosw(t —v) dv.
T s2+ 72 s24 72 T T Jo

For a regne ut integralet kan vi bruke den trigonometriske identiteten

sin A cos B = %[sin (A + B) + sin (A — B)] (jf. Rottmann s. 88)
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med A = 7v, B =7(t —v) og folgelig A+ B =nt, A— B =n(2v —t). Det gir

1 t
sinvcosw(t — v) dv = Py / [sin 7t + sin7(2v — t)] dv
T Jo

1
T
1 1 t
= — {v sinmt — — cos(2v — t)]
2m 27 v=0
1

(st = 5 on) = (= 5 con 0] = g sine
= 5= mmt — — | —= — = ——sin
5 |\Fsnmt — o cos 5 cos (=T o ST

der vi i siste linje forenklet svaret ved a bruke cos (—nt) = cos 7t.

Laplacetransformasjonen skal brukes til a lgse integralligningen

y(t) =1 - /0 (t — r)y(r) dr.

Vi ser at ligningen kan skrives y(t) = 1 —txy(t). Visetter Y = L(y) og Laplacetransfor-
merer ligningen ved bruke £(t") = n!/s"*! (med n = 0 og 1) og konvolusjonsregelen.
Det gir

S Iser vi ut Y (s):
<1+8_12> Y(s)= 2, (82+1>Y(8)=17 Y(s) = 5,

S

og inverstransformerer tilslutt (ved hjelp av tabell):

y(t) = L7HY) = £ {32 i 1} = cost.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.6

@ Me sgkjer f(t) = L7H{F(s)} for F(s) = (s® — 352 4+ 6° — 4)/[s?> — 25 + 2]2. Polynomet
52 — 25 + 2 er irredusibelt, og me delbrgkoppspaltar derfor slik:

F()_s3—332+63—4_ As+ B Cs+ D
T T2 25+ 22 (225122 £2-25+2

For & bestemma A, B,C og D multipliserer me med fellesnemnaren (s2 — 2s 4 2)? og
samanliknar koeffisientane til s™ pa begge sider av likskapsteiknet.

§% — 352 +65s —4=As+ B+ (Cs+ D)(s*> — 25 +2)
=Cs®+ (D —20)s* + (A+2C —2D)s + B+ 2D

(a) [$%]: 1=C C=1

(b) [s?]: —-3=D-2C , D=2C-3=-1 fra(a)
(©) [s]: 6=A+20-2p U8 A_6irap-_20=2 fra (b)
(d) [s°: —4=B+2D B=-4-2D=-2 fri (c)
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Dermed blir

2s — 2 (s—1)
(s2—2542)2  s2—-2s5+2
_9 s—1 n s—1

((s=1)241)2  (s=1)241

F(s) =

Fra formel 11 og 12 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig har me

s—a
(s —a)?+w?
v
(s —a)? +w?

L{e™ coswt} =

L{e" sinwt} =

Ved a utnytta dette og formelen for produkt av sinus og cosinus i Rottmann far me

et e o)

=elcost x el sint

t
= / eTcosT - e Tsin (t — 1)dr
0

ot [t
=5 / (sin (t — 27) + sint)dr
0

t

1 t
= e—{ ——cos(t—27)| +tsint}
2\ 2 .
1,
= —te sint.

I den fgrste overgangen er det brukt konvolusjonsregelen. Me star til slutt igjen med

f(t) = €' (tsint + cost).

Me skal utleia formelen

1 S . 1 . .
L {m} = @smhatsmat.

Fra Rottmann side 82 har me

1
sinhat = i(eat —e )
slik at

1
ft) = 12 (e“sinat + e *sin (—at)).
a
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a {(s—aC)L2+a2+(s+ct_)Z+a2}
:i{a[(s+a)2—|—a2]—a[(s—a)2+a2]}
{

[(s —a)? + a?][(s + a)? + a?]
a[s? + 2as + a® — 5% + 2as — a?]
s AT s e

1 { 4a®s }
~4a? | [(s —a)(s +a)? + a?[(s — a)? + (s + a)?] + at
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