TMA4125
Matematikk 4N
varen 2004

Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet

Institutt for matematiske fag Lasningsforslag - @ving 4

Fra Kreyszig, avsnitt 5.6

Vi sgker f(t) = L7H{F(s)} for F(s) = (s> + 95 — 9)/(s® — 9s) og delbrgkoppspalter

F(S)_s2+9s—9_ s2+9s—9 —é—l- B n C
0 s3-9s  s(s—3)(s+3) s s—-3 s+3

For a bestemme A, B, C, multipliserer vi med fellesnevneren s(s — 3)(s + 3). Det gir
524+ 95— 9= A(s —3)(s +3) + Bs(s + 3) + Cs(s — 3).
Sa setter viinn s =0, s = 3, s = —3, og far
—9=A.(=9), A=1;, 27=B-18, B=3/2;, -27=C-18, C = —3/2.

Dermed blir
1 3/2 3/2
NELRE

F(s)=-

. 3.3 3,3 :
St oy ogfolelip f(1) =1+ 3¢% — J¢7¥ =1+ 3sinh 3.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.7

Me skal lgysa initialverdiproblemet
Y1 +y2 = 2cost, y1(0) =0
y1+1y5 =0, 12(00)=1

Me set L{y1} = Y1 og L{y2} = Ya. Ved a nytta derivasjonsformelen L{y'} = sY — y(0)
og formel 7 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig far me

2s
5241
Y1 +sYs —1=0.

8Y1 +Y2 =

)

Eliminasjon av Y7 (Y7 = 1 — sY5 fra andre likning innsett i fgrste likning) gjev

—2s n s
(s2+1)(s2—-1) s2-1

Yy =

Delbrgkoppspaltar sa pa felgjande mate
—2s _As+B Cs+D

(s2+1)(s2-1) 82—1—1—1—82—1'
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For & bestemma A, B, C og D multipliserer me med fellesnemnaren (s2 4 1)(s* — 1) og
samanliknar koeffisientane til s™ pa begge sider av likskapsteiknet.

—25 = (As + B)(s®> — 1) 4 (Cs + D)(s* + 1)
= A(s® —s) + B(s* = 1) + C(s® + 5) + D(s* + 1)

(a) [s%] 0=A+C —A=C=-1 fra(c)
(b) [s}: 0=B+D , ~-B=D=0 fra(d)
SOm (§)
(€ [s4]: —2=-A+C SV 9 90 i (a)
(d) [sY]7: 0=-B+D 0 =2D fra(b)
Dermed blir
v S S S S
2 =

211 £ 1 #-1 11
som ved formel 7 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig gjev
ya(t) = cost.

Innsetjing av uttrykket for Y5 i formelen sY; + Y5 = ?%Sr—l gjev

s 2s
Y, =
81+82+1 s2+1
1
Yi=——.
1= 5211

Me star dermed igjen med (formel 8 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig)
y1(t) = sint.

Me skal lgysa initialverdiproblemet

Yl =y1+3y2, y1(0) =2,41(0) =3
yg = 4@/1 - 4€t7 y2(0) = 17yé(0) =2.

Me set L{y1} = Y1 og L{y2} = Y5. Ved & nytta derivasjonsformelen L£{y"} = s?Y —
sy(0) — ¢'(0) og formel 6 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig far me

s?Y] —2s —3 =Y + 3Ys,
4
%Yy — s —2=4Y; — ——.
s—1
o . . _ 3Y5+2s5+3 o - . . S .
Eliminasjon av Y7 (Y7 = 222357 fra forste likning innsett i andre likning) gjev

3Yo + 2543 4
s2—1 >_3—1
[s(s = 1)(s+1) —12]Yo =85+ 12 —4s — 4+ (s + 2)(s — 1)(s + 1)
45+ 8+ (s+2)(s—1)(s+1)
s2(s—1)(s+1)—12
s34+ 252 +35+6
st —s2—-12

82Y2—8—2:4<

Yy

Y, =
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Me observerer at s = —2 er rot bade i teljaren og nemnaren. Vanleg polynomdivisjon
gjev oss

(s +2)(s2 +3)
(s +2)(s? — 252 + 35— 6)
B s +3
3 —252 4356

Y, =

Ved & studera nemnaren ser me at s = 2 er ei rot. Bruk av vanleg polynomdivisjon gjev
0SS NO
s2+3 1

Y = Ty 52

Formel 6 i tabell 5.1 side 254 i Kreysig fortel oss at

yo(t) = e*.
Innsetjing av uttrykket for Y5 i formelen Y7 = % gjev
2 +2s5+3
Y= 527
s« —1
B 252 —5—3
s+ D(s—1)(s—2)
Me ser at s = —1 er ei rot i nemnaren slik at me ved vanleg polynomdivisjon har
Yy — (s+1)(2s —3) _ 25 —3
(s+1)(s=1)(s—2) (s—1)(s—2)
_ s—2 n s—1
S (s—=1D(s—=2)  (s—1)(s—2)
1 n 1
S s—1 s—2

Ved formel 6 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig star me igjen med

yi(t) = et + e,

Vi skal lgyse initialverdiproblemet

yi=—y2+1—-u(t—1), y1(0)=0
yy=y1+1—u(t—1), y(0)=0.

Viset Y1 = L{y1}, Yo = L{y2}. Ved & bruke formelen L{u(t — a)} = 1e% og deriva-
sjonsregelen £{y'} = sY — y(0) far vi

8Y1 +Y2 =

W= ®» | =

—Yl + SY2 =
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Eliminasjon av Y7 (Y7 = sY, — % + %e‘s fra andre likning innsett i forste likning) gir

v L1 1, e
= — e % — .
2T 51492 $2+1 s(1+s9) 1+ 52

Vi har £} { L 2} =sint. Av regelen L7 {1F(s)} = fot f(7)dr far vi

1+s
1 1 t
E_l{—-m}:/ sinTdr =1 — cost.
S S 0

(Her kunne vi ogsa bruke delbrgkspalting eller konvolusjonsregelen.) Ved ogsa a bruke
forskyvningsregelen £ 1{e % F(s)} = u(t — a)f(t — a) far vi d&

yo=1—cost+sint —u(t —1)[1 —cos(t — 1)] — u(t — 1)sin(t — 1)
=1—cost+sint +u(t—1)[—1+ cos(t — 1) —sin(t — 1)].

Innsetjing av uttrykket for Y5 i formelen Y7 = sY; — % + %e‘s gir

1 1 s 1 _ 1 s

S —S

;+1+s2+1+s2+;e _14—526 _14—52e

—S

Yi=-

og dermed som ovanfor

yp = —1+sint+cost+u(t —1) —u(t —1)sin(t — 1) — u(t — 1) cos(t — 1)
= —1+sint+cost+u(t —1)[1 —sin(t — 1) — cos(t — 1)].

Nar alle strommene inn og ut fordobles mens tankene og initialbetingelsene beholdes,
vil vi vel forvente samme forlgp for saltmengdene y; og ys som fgr, men at alt skjer
dobbelt sa fort. Differensialligningssystemet vil na veere

. 16 4 .16 16

=y —yy + 12 =y — —
Y1 100y1+100y2+ ) Yo moyl 100y2

med intialbetingelser y1(0) = 0, y2(0) = 150. Vi Laplacetransformerer og far ligningssy-

stemet
(—=0.16 — s)Y7 +  0.04Y5 =—12/s

0.16Y;  + (—0.16 — 5)Yy = —150.
Vi lgser ligningssystemet (f.eks. pa kalkulator) og delbrgkoppspalter lgsningene.

v _ 185 + 1.92 100 625 375
' s(s+024)(s+008) s s+024 s+0.08
v 15082 + 245 + 1.92 100 125 75
2 pr— pr—

s(s+0.24)(s +0.08) s T sr024 54008

Tilslutt inverstransformerer vi, og far
y1(t) = 100 — 62.5¢ 7024 — 37.5¢70080 4o () = 100 + 125024 — 7507008,

Vi ser at om vi erstatter ¢ med t/2 i uttrykkene for y; og ys, far vi lgsningene i Eksem-
pel 1, som forventet.
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Fra Kreyszig, avsnitt 10.1

f(z) =2 for —m<z<m
flx+2m) = f(x) foralle x
Grafen er tegnet for —37 <z < 3«

TMA4125 Matematikk 4N
varen 2004

f(x):{ x for —mT<x<0

T —x for O<z<m

-3t 27 -7 ™ 2w 3r X

f(z+2m) = f(zx) for alle x
Grafen er tegnet for —37 <z < 3w

/—27\' . -/27r 3r T
. . e
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