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Fra Kreyszig, avsnitt 5.2

Her bruker vi tabell 5.1 (Kreyszig s. 254) og varianten (9) av Teorem 3, Kreyszig s. 262
(Integralregelen), 2 ganger for a finne den inverse Laplacetransformerte:

9(s +1 9 3.3
ﬁ—l{ (s + )}:ﬁ—l{ i }:9c053t+3sin3t (Tabell 5.1)

s2+9 PRI N
1 1 ¢
E_l{; (9519)) } = / (9cos 37 + 3sin 37) dr (Teorem 3)
0

t
= [3811137'—60537’}0 =3sin3t —cos3t+1

)9 s+1 ) T 9(s+1)
£ l{§<82+9>}_£ 1{;<3(32+9)>}
:/Ot(3sin37'—COS3T+l) dr (Teorem 3)

1 t 1
= [—00537'— gSin3T+T:|0: 1+1t—cos3t — gsin?)t

Vi kunne ogsa brukt delbrgkoppspalting og deretter tabell 5.1 for a finne den inverse
Laplacetransformerte her. Men i oppgaveteksten star det at vi skal bruke Integralregelen.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.3

0 forO<it<l1
tzu(t - 1) = { o 44

2 fort>1

Vi omskriver t2u(t — 1) slik at den blir av formen
f(t — 1)u(t —1). Da kan vi finne den Laplace-
transformerte ved & bruke transformasjonsrege-
len L{f(t —a)u(t —a)} = F(s)e™* (2. skiftteo-
rem/forskyvningsregel, Kreyszig s. 267 teorem 1).

=[t-D)+1P=0t-12+20t—-1)+1 .
2u(t—1) = [(t— D2 +2(t — 1) + u(t — 1) B S T

Da har vi t2u(t — 1) = f(t — Du(t — 1) der f(t —1) = (t — 1)2 +2(t — 1) + 1 og flgelig
f(t) =>4+ 2t + 1. Siden L(t") = n!/s" fr vi F(s) = L{f(t)} = 2/s® +2/5® + 1/s og
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dermed
L{2u(t — 1)} = L{F(t— Du(t — 1)} = F(s)e™ = (8—3 I

Alternativt kan vi finne den Laplacetransformerte ved integrasjon:

L{t*u(t —1)} = / e Sttt — 1) dt = / e St dt
0 1

1 t 2 S8 1 o0 t . . .
= ——e ¢ ‘ + - / e 2t dt (delvis integrasjon)
s t=1 s Jy
1 1 00 1 [
=—e °— —26_St2t‘ +— e S2dt (delvis integrasjon)
s s t=1 s%J;
2 2 1 2 2
— _e—s _e—s o _e—st — _e—s _e—s _e—s
s + s2 53 t=1 § + s2 + 53

der vi, nar vi satte inn gvre grense, brukte at lim;_o, e 5" = 0 for s > 0.

l—e?t for0<t<?2
t) =
ft) {O elles
Me utnyttar sprangfunksjonen u(t) og skriv f(t) = (1 — e %) (u(t) — u(t — 2)). Vidare

veit me at u(t — 2)e~! = e 2u(t — 2)e~=2) slik at me kan finna den Laplacetransfor-
merte ved a nytta transformasjonsregelen L{f(t — a)u(t — a)} = F(s)e~* (2. skiftteo-
rem/forskyvningsregel, Kreyszig s. 267 teorem 1).

F&)= (1 —e ") (ult) - ult - 2))
=u(t) —u(t)e ™ —u(t —2) + e 2ut — 2)e” 2.

Dette gjev oss nar me bruker formel 6 i tabell 5.1 s. 254 i Kreyszig

LU} = £{u®)} — L{u(le™} = L{u(t — 2} + e L{ult - 2)e” )

s s+1 s s+1
1 1
- (1 —2s o= 2(s+1) 1).
(1= )+ —(c )

Oppgava kan ogsa lgysast ut fra definisjonen av den Laplacetransformerte.

_ 26—53)} _ 4£_1{ 6—23} - 85_1{6_58

S

4t —
3 - T
0 forO<t<?2 :
4 for2<t<5 2 5 t
—4 fort>5

=4du(t —2) — 8u(t —5) =
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8sint for0<t<m
! /
+9y = r(t) = 0)=0, /(0) =4
y' 49y =r(t) {0 for t > . y(0) y (0)
Vi har
r(t) = 8sint — 8sintu(t — ) = 8sint + 8sin (¢t — m)u(t — )
siden sint = —sin (¢t — ), og bruker Tabell 5.1 (Kreyszig s. 254) og 2. skiftteorem

(Teorem 1, Kreyszig s. 267) for a Laplacetransformere r(¢). Den Laplacetransformerte
ligningen blir folgelig

8 N 8 .
s24+1  s2+41

—TS

s2Y —449Y = L{r(t)} =

Vi lgser ut Y, og omformer ved a bruke delbrgkoppspalting:

v % . 8 N 8 .
249 (s2+1)(s249) (s2+1)(s2+9)

—7'('8

4 1 —TS
_32+9+(32—|—1 32+9> ( s2+9>e
- 1 3 ( 1 1

3s

_82+1+82+32+ s2+1 —1—32)

(En liten snarvei i delbrkoppspaltingen er legge merke til at vi ikke har frstegradsledd
i brken 8/[(s% + 1)(s? 4+ 9)] som skal delbrkoppspaltes. Setter vi u = s2, kan vi skrive

8 B 8 A LB
(24+1)(s2+9)  (u+Du+9 ut+l ut+9

Viregner ut A = 10g B = —1 og dermed blir 8/[(s24+1)(s2+9)] = 1/(s®+1)—1/(s%>+9).)
Tilslutt bruker vi igjen Tabell 5.1 og 2. skiftteorem for & finne y = L=1(Y):

y =sint +sin3t + [sin (t — m) — 3 sin3(t — m)]u(t — 7)
sint +sindt for0<t<m

=sint + sin 3¢ + [—sint + § sin 3tJu(t — 7) = 4
3 8in 3t for ¢t > .

(Merk at sin (¢t — ) = —sint og sin 3(t — ) = sin 3t cos 3w — cos 3t sin 37 = — sin 3t.)
y'+ 4y +5y=06(t—1),  y(0)=0, y'(0)=3
Sett Y = L(y). Laplacetransformerer ligningen (L{§(t — a)} = e~%) og far
[s*Y — sy(0) — 5/ (0)] + 4[sY — y(0)] + 5Y = *
dvs.
(2 4+ 45 +5)Y =34 ¢°

og folgelig
3 +et 3 1

TP 4ds+5  (s+22+1 122 41°

—S
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Vi har )
E—l{ } — o 2gint
7(5 e e “'sin
ifglge skiftteorem 1. Ved ogsa a bruke skiftteorem 2 far vi
y=LYY) =3¢ 2sint + e 2 Ysin (t — Vu(t — 1)

B 3e2tsint for0<t<1
e [3sint + e?sin (t —1)] for ¢ > 1.

Fra Kreyszig, avsnitt 5.4

Vi skal finne L(te !sint) ved hjelp av formelen (1) L{tf(t)} = —F'(s), Kreyszig s. 275.
Siden L(sint) = 1/(s%2+1), er L(e !sint) = 1/[(s+ 1)? + 1] iflge skiftteorem 1. Dermed

far vi,

Loowmod 1 -1 (s __ s+l
L(te " sint) = —Em—— <m 2( +1)> = [(s+1)2+1]2

N

Vi kunne ogs ha brukt formelen (1) frst og deretter skiftteoremet:

1 d 1 2s

) 2(s+1)
Llsint) = - a7 = 1

[(s+1)2+1]2

—  L(e 'tsint) =

Me skal finna den inverse transformen til

82—71'2

F(s) = m

Fra formel 7 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig veit me at

s
G(S) = E{COS 7Tt} = m
Vidare har me ) )
Moy — S — T
Gls) =~ ooy

Derivasjon av Laplacetransformen til ein funksjon svarar til a multiplisera funksjonen
med —t. Altsa L{tf(t)} = —F'(s). Dette gjev oss svaret

f(t) = tcosmt.
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