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Fra Kreyszig, avsnitt 10.5

Vi skal finne den komplekse Fourierrekka til f(z) =z, 0 < z < 27.

Siden f(z) er 2m-periodisk spiller det ingen rolle om integrasjonsintervallet forskyves.
Formel (8) pa side 548 i Kreyszig (8. utgave) gir dermed

Cp = L[ (z)e ™" do = L " f(x)e ™ dx = L /27r e " d,
2 J_ . 2m Jo 2m Jo
Vi ma skille mellom n = 0 og n # 0 og far (ved delvis integrasjon nar n # 0):
1 [ 1 [22]*
0= or 0 Ry [ 2 ]0 ™ (n=10)
1 2m ] 1 |27 21 —inx
Cp = — re "dr = — [—i e —I—/ ¢ , dm}
2 Jo 2| in 0 0 m
= — | —— n - | == 0
27 [ in© (in)? (n #0)
siden 1/i = —i og e~ 2™ = cos 2mn—isin 27n = 1. Ergo har f(z) kompleks Fourierrekke
_ Zptne Y inx 7 inT
flx)=m+ Z e 7T+Zn6 +Zne .
n=-—o00 n=-—1 n=1
n#0

Vi skal vise at de komplekse Fourierkoeffesientene til en odde (ulike) funksjon er rent
imaginzgere, og at de til en jevn (like) funksjon er reelle.

De komplekse Fourierkoeffisientene er gitt i Kreyszig 10.5 formel (9)/Rottmann s.175:
L

I : 1
Y /_Lf(x)e_m”/L dx = 3%/, (f(ac) cosn—zm —if(z)sin ?) dx.
For en odde funksjon f(z) er f_LL f(z)cos (nmzx/L) dx = 0, og folgelig
1 L
Cn = —1- o7 /_L f(x)sin n_z:z: dx, dvs. ¢, er rent imagineer.

For en jevn funksjon f(x) er f_LL f(x)sin (nmx/L) dx = 0, og folgelig

1 [ nmwr
¢ = o7 /_L f(x) cos A dz, dvs. ¢, er reell.
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Fra den komplekse Fourierrekka (i oppgave 5) kan vi finne den vanlige (reelle) Fourier-
rekka for funksjonen f(z) =z, 0 < z < 2m:

f(;v)—ﬂ—l—zne +Zne 7r~|—z_ne —I—Zne
n=-—1 n=1 n=1 n=1
i i 2. 2sinnx
inT —inx ..
77—1—2”(6 e ) 7T+Zn 1SInnr =7 Z -
n=1 n=1 n=1
Fra Kreyszig, avsnitt 10.6
Den generelle lgsningen av differensialligningen
N
y"+w2y:ansinnt, lw| #1,2,...,N (%)
n=1

har formen y = y; + y, der y;, er en generell lgsning av y” + w?y = 0 og Yp €r en
partikuleer lgsning av ().

Den karakteristiske ligningen for 3" + w?y = 0 er A% + w? = 0 med rtter A\ = +iw og
flgelig er yp, = C1 coswt + Cysinwt. En partikulr lsning v, av (*) har formen

N
Yp = Z (Ap cosnt + By sinnt) .

n=1

(Merk at det ikke er ndvendig med modifikasjon her, ingen av leddene i summen er
Isning av y” +w?y = 0 siden |w| # 1,2,...,N. ) Visetter inn y = y, i (x) for bestemme
koeffisientene A,, og Bj:

N N N
(—n2An cosnt — n’B,, sin nt) + w? Z (A, cosnt + By, sinnt) = Z by, sin nt.
n=1

n=1 n=1

Ved sammenligne koeffisientene foran cosnt, henholdsvis sinnt, p begge sider av lik-
hetstegnet fr vi

(—n? +wHA, =0 og (—n? +w?)B, = b,.
Det gir A, =0 og B, =b,/(w? —n?), n=1,2, ..., N. Generell Isning av (x) blir da
N
Y=Yn+Yp = C’lcoswt+C’gsinwt+27”

w2 —n2
n=1

Vi skal Igse differensialligningen y” + w?y = r(t) der

r(t) = og r(t+2m) =r(t), lw| #0,1, 3, 5,. ..

7+t for —m<t<O
T—t forO<t<m
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Generell lgsning er y = yj, + y, der y; er generell lgsning av y” + w?y =0 og Yp €I en
partikulaer lgsning av 3" + w?y = r(t).

Her blir y;, = Cycoswt + Cysinwt. Vi kan finne y, ved a utvikle r(t) i Fourierrekke
og bestemme en partikulzer lgsning for hvert av leddene i Fourierrekka. Summen av de
partikulre Isningene vi da finner vil veere en partikuleer lgsning av den gitte differensial-
ligningen.

Fourierrekka til r(¢) blir en cosinusrekke da r(t) er en jevn funksjon (tegn figur). Vi far

1 /7 1 -1 T
a0 7r/0 (m=1) T 2 (m—1) 0o 2
2 (7 2 innt v T sinnt
an:—/ (ﬂ—t)COStht:—[(ﬂ’—t)Slnn +/ I dt}
™ Jo s n 0 0 n
2 cosnt|m  2(1—cosnm) |0 formn=2,4,6, ...
T n? lo n?m 4/(n?m) form=1,35,...
4 1 1
T'(t):g+—(COSt—F?COSSt—F§COS57§+"').
T

Sa betrakter vi differensialligningene

4 cosnt
1 " 2 :z ) " 2 —_
1) v +oy=5 g (2 yHwy=-—7

(n=1,3,5,...)
svarende til hvert av leddene i Fourierrekka. Partikuleere lgsninger vil vaere av formen
(1) yp, =40 og (2) wyp, =Ancosnt+ Bysinnt (n=1,3,5,...).

Innsetting av (1') i (1) gir A9 = 7/(2w?). Ved innsetting av (2') i (2) far vi

4 cosnt
2

(—nzAn cosnt — n’B,, sin nt) + wz(An cosnt + By, sin nt) =

™m
som gir A, = 4/[mn?(w? —n?)] og B, = 0. En partikuleer lgsning av y” + w?y = r(t) er
flgelig

T 4

Yp = Ypo T Yp1 +3/P3+"':2—w2+;(

cost + cos 3t n cos bt n )
w2—1 9w?2—-9) 25(w?—25) ’

(En formell lgsning, siden vi ikke verifiserer at rekka konvergerer, og at summen tilfreds-
stiller differensialligningen.)

Generell lgsning y = yp, + y, blir

4
y = Cqcoswt + Cosinwt + Lz -|-_<
2w T

cost n cos 3t n cos bt n )
w2—1 9w?-9) 25(w? —25) '

Fra Kreyszig, avsnitt 10.7

Funksjonen f(z) er odde sa Fourierrekka blir ei sinusrekke.
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Ved a bruke formel 121 i Rottmann s. 144 (eller delvis integrasjon) finn vi

9 [T 9 w/2
by, = —/ f(x)sinnx dr = —/ xsinnx dx
T Jo 0

T
271 . x 291 o w  onm
== | =sinnz — = cosnx =2 |=sin— — —cos —
7w | n? 0 n2 2 2n 2
Dette gir
2sin(m — 2)r  2(=1)"!
bomm— 22— =1,2,3
2= T om T ) m@Emo1E P bR
2 [ mcosmm (—1)m+t
bam T { 4m } 2m (m 23,

Rekkeutviklinga blir derfor (merk at (—1)""t = (=1)™+1):

f(x) ~ Z::(—l)m“ [ﬁ sin (2m — 1)z + ﬁ sin 2max

m=1

2 1 2 1 2
= —sinx + —sin2x — —sin3x — —sindx + — sinbx + - - -

varen 2004

7r 2 9 4 25m
Vi har altsa
2 1 2 1 2
by =2 by==. ba——— by=—=. b= _——.
1 T 2 9’ 3 or’ 4 4’ 5 2571
Kvadratfeilen far sitt minimum FE7, for Fourierpolynomet Fiy(z) = 25:1 by, sinnax.
Altsa
Fi(z) = —si
1(x) —sing
1
Fy(z) = —sinx + = sin 2z
7 2
Fy() = Zsine + = sin2 in3
= —sin —sin2x — — sin
3(#) = _sinz + 5 sin2z — o—sin3z
2 1. 2 .
Fy(z) = —sinx + = sin2x — — sin3z — -~ sin4xz
m 2 9m
2 1 2 1 2
Fy5(x) = - sinx + 5 sin 2z — on sin 3z — 1 sin 4z + %5 sin Hz.
Etter formel (6) i Kreyszig 10.7 har vi
- N
Ex=[ f@)?dc—m) b2
- n=1

Herer [T f(z)?dx = fw/2 2? dx = 7 /12, og vi legg merke til at EX_, = By — b3 ;.

—7/2
Vi far

Ef =73/12 — nb? ~ 1.311, Ej = Ef — mb3 ~ 0.525, E; = E5 — b3 ~ 0.509

E; = E} —7bi =~ 0313,  FE!=E; —nb? ~0.311.
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Fra Kreyszig 10.2 oppgave 7 med fasit har vi

2

1 1 1
m2:%—4<cosa:—Zcos?x+§cos3x—1—600s4x+—---)

[\

= 4§ , <z <.
3 + 2 2 CoSNx r<z<mT

Parsevals identitet, Kreyszig 10.7 formel (8), gir da

2(5) + 2 () -2

De fire forste partialsummene er

Sp =1, Sy=05+1/2"~1.063, S3=_S5+1/32~1.075, Sy=S55+1/4*~1.079.

Fra SIF5013 mai 2001

a)
e " \4_1 " \/ZT[

2

™

w/2 1 /2 1
/ sin 2z sin 2z dz = —/ (1 —cosdz)dr = =
0 ™ Jo 2

2 ™
bgz—/ f(x)sin2zdx =
T Jo

For n # 2 er

4 (—1)™

2 for n.= 2m + 1
T@m_1D)@m+yy Tt

b,=0 forn=2m og b,=

siden sin(2m - 7/2) = 0 og sin[(2m + 1)7/2] = sin(mn + 7/2) = cosmm = (—1)™.

Fourierrekka til f(x) er en sinusrekke, og f(x) er kontinuerlig for alle x. Altsa har vi

flx) = %Sin2$ - éz Msinnﬂv

7 2= (n—2)(n +2)
n#2
1&

=3 sin 2x — - mZ::O Gm - 1)@m +3) sin(2m + 1)z for alle x.
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b) For x =x/2 er f(z) =0 og sin(2m + 1)x = (—1)™. Det gir

_omy 1 4 S (=)™ (=1)™ 4 & 1
_f(§>_581“”_%7712::0(2m—1)(2m+3) _EEZ:O 2m — 1)(2m + 3)

[e.9]

: S S I I "
(2m—-1)(2m+3) (-1)-3 1-5 3-7 5-9 o

m=0

For & finne summen av den andre rekka, kan vi bruke Parsevals identitet:

L 16 5 )" D U LA 2 ("2 1
= == dow = = in? 2z de = -
i Z[Qm—l 2m+3)] L) J@rde 71'/0 S SPAT =9

m=0 -

o0 2

1 _(1 )/16_7r
—~ (2m—1)?2m+3)2  \2 4// 7% 64

m

Fra SIF5016 desember 1999

a) Finn ferst likninga for f(t) fra grafen.

—nm—t for—m<t<O
f@t) =
t forO<t<m

Ved hjelp av (6) side 531 i Kreyszig finn me Fourierkoeffisientane.

1 K
ag = — / ft)dt =0 (ser direkte fra grafen)

1 ™
an:—{ t+m) cosntdt+/ tcosmfdt}
@ 0
:l{ i+ )smnt} +/0 Sinntdt+[tsinnt]w_/”sinntdt}
T L n - —x n n 0 0 n
—_——— ——
0 0
! { [ cosnt]o [cosnt}”} _2(-p"-1_JoO for n jamn
ol n® ] n? |, T n? ——4, for n odde
1 0 T
by, = —{/ —(t+7r)sinntdt+/ tsinntdt}
™ -7 0
1 cosnt ]’ 0 cosnt cosnt]” T cosnt
= |+ - dt — |t + dt
T no|_. . n no 0o n
N—— —
0 0
1 { 1 (—1)”} 1-— (—1)” 0 for n jamn
= — m— — 7 =
Tl n n n 2 for n odde
[o¢] [o¢]
2 2sin(2m + 1)t 4cos(2m + 1)t
~ z t— i t) =
Z (n st 2 “O8T > Z ( 2m +1 m(2m + 1)2

=0

S
I

3
Q
(oW
o
[¢]
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b) La S(t) vera summen av rekka i a).

S(0) = 5 [f(04+) + f(0-)] = % 0+ (—m)] = —g (fra grafen i a)).

NN

S(x) = 5 [f(n+) + fla)] = ¢ [0+ 7] =
St)y=ft)=ft-2r)=—m7—(t—-2m)=nw—1t, T<t<2rmw

N =N =

sidan f(t) er periodisk med periode 27 og f(t) = —m —t for —w <t < 0.
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