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Fra Kreyszig, avsnitt 10.7

7 Funksjonen f(x) er odde s̊a Fourierrekka blir ei sinusrekke.

Ved å bruke formel 121 i Rottmann s. 144 (eller delvis integrasjon) finn vi

bn =
2
π

∫ π

0
f(x) sin nxdx =

2
π

∫ π/2

0
x sin nxdx

=
2
π

[
1
n2

sin nx − x

n
cos nx

]π/2

0

=
2
π

[
1
n2

sin
nπ

2
− π

2n
cos

nπ

2

]
.

Dette gir

b2m−1 =
2
π

sin(m − 1
2)π

(2m − 1)2
=

2(−1)m−1

π(2m − 1)2
(m = 1, 2, 3, . . . )

b2m =
2
π

[
−π cos mπ

4m

]
=

(−1)m+1

2m
(m = 1, 2, 3, . . . ).

Rekkeutviklinga blir derfor (merk at (−1)m−1 = (−1)m+1) :

f(x) ∼
∞∑

m=1

(−1)m+1

[
2

π(2m − 1)2
sin (2m − 1)x +

1
2m

sin 2mx

]
=

2
π

sinx +
1
2

sin 2x − 2
9π

sin 3x − 1
4

sin 4x +
2

25π
sin 5x + · · · .

Vi har alts̊a
b1 =

2
π

, b2 =
1
2
, b3 = − 2

9π
, b4 = −1

4
, b5 =

2
25π

.

Kvadratfeilen f̊ar sitt minimum E∗
N for Fourierpolynomet FN (x) =

∑N
n=1 bn sin nx. Alts̊a

F1(x) =
2
π

sin x

F2(x) =
2
π

sin x +
1
2

sin 2x

F3(x) =
2
π

sin x +
1
2

sin 2x − 2
9π

sin 3x

F4(x) =
2
π

sin x +
1
2

sin 2x − 2
9π

sin 3x − 1
4

sin 4x

F5(x) =
2
π

sin x +
1
2

sin 2x − 2
9π

sin 3x − 1
4

sin 4x +
2

25π
sin 5x.

Etter formel (6) i Kreyszig 10.7 har vi

E∗
N =

∫ π

−π
f(x)2 dx − π

N∑
n=1

b2
n.
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Her er
∫ π
−π f(x)2 dx =

∫ π/2
−π/2 x2 dx = π3/12, og vi legg merke til at E∗

N+1 = E∗
N − πb2

N+1.
Vi f̊ar

E∗
1 = π3/12 − πb2

1 ≈ 1.311, E∗
2 = E∗

1 − πb2
2 ≈ 0.525, E∗

3 = E∗
2 − πb2

3 ≈ 0.509

E∗
4 = E∗

3 − πb2
4 ≈ 0.313, E∗

5 = E∗
4 − πb2

5 ≈ 0.311.

12 Vi fant i oppgave 10.2.13 at den 2π-kontinuerlige funksjonen

f(x) =
{

1, −π/2 < x < π/2
−1, π/2 < x < 3π/2

har fourierrekken
4
π

(
cos x − 1

3
cos 3x +

1
5

cos 5x − ...

)
.

dvs. fourierkoeffisienter

a0 = bn = 0 og

an =
{

0, n = 2m
4

πn(−1)(n−1)/2, n = 2m + 1

Betrakter summen

2a2
0 +

∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) =
∞∑

m=0

a2
2m+1 =

∞∑
m=0

16
π2(2m + 1)2

=
16
π2

(1 +
1
32

+
1
52

+ ...)

Videre kikker vi p̊a integralet

1
π

∫ π

−π
f(x)2dx =

1
π

∫ 3π/2

−π/2
dx =

2π
π

= 2

Vi setter inn i Parsevals identitet og finner

(1 +
1
32

+
1
52

+ ...) =
π2

8

Fra Kreyszig, avsnitt 10.8

2 Vi skal bruke Fourierintegral til å vise at

∫ ∞

0

sin w cos wx

w
dw =


π/2 hvis 0 ≤ x < 1
π/4 hvis x = 1
0 hvis x > 1.

(∗)

Av svaret ser vi at vi skal betrakte en jevn funksjon f(x) som oppfyller f(x) = π/2 for
0 < x < 1 og f(x) = 0 for x > 1. Fourierintegralet til f(x) blir et cosinusintegral ((11)
Kreyszig s. 562) der

A(w) =
2
π

∫ ∞

0
f(x) cos wxdx =

∫ 1

0
cos wx dx =

sin wx

w

∣∣∣∣1
0

=
sin w

w
.

Følgelig kan f(x) representeres ved Forierintegralet

f(x) =
∫ ∞

0

sinw

w
cos wxdw. (1)

For x = 1 er f(x) diskontinuerlig, og middelverdien av grenseverdien for f(x) fra høyre (0)
og venstre (π/2) er π/4. Dermed følger (∗) av (1) og teoremet om Fourierintegral (Kreyszig
s. 559).
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17 Vi bruker formel (12) i p̊a side 562 i Kreyszig, samt relasjonene cos x = (eix + e−ix)/2 og
sin x = (eix − e−ix)/2i:

B(w) =
2
π

∫ ∞

0
f(v) sin wvdv =

2
π

∫ 1

0
ev sin wvdv

=
2
π

1
2i

∫ 1

0

[
ev(1+iw) − ev(1−iw)

]
dv

=
2
π

1
2i

[
1

1 + iw
ev(1+iw) − 1

1 − iw
ev(1−iw)

]1

v=0

=
2
π

1
2i

(
1

1 + iw
e1+iw − 1

1 − iw
e1−iw − 1

1 + iw
+

1
1 − iw

)
=

2
π

1
2i

(
e
(1 + iw)eiw − (1 − iw)e−iw

1 + w2
+

2iw
1 + w2

)

=
2
π

1
1 + w2

1
2i

e (eiw − e−iw)︸ ︷︷ ︸
=2i sin w

−ew i(eiw + e−iw)︸ ︷︷ ︸
=2i cos w

+2iw


=

2
π

w − e(w cos w − sinw)
1 + w2

,

s̊a, p̊a formen (13) p̊a side 562 i Kreyszig:

f(x) =
2
π

∫ ∞

0

w − e(w cos w − sin w)
1 + w2

sin xwdw

Fra Kreyszig, avsnitt 10.10

7 Vi skal finne den Fouriertransformerte av

f(x) =

{
xe−x for x > 0,
0 for x < 0

Ved bruk av definisjonen av Fouriertransformasjonen (ligning (6), side 570 i Kreyszig(8.
utg.) ) og delvis integrasjon finner vi

f̂(w) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iwx dx =

1√
2π

∫ ∞

0
xe−xe−iwx dx

=
1√
2π

[
1

−1 − iw
xe−(1+iw)x − 1

(−1 − iw)2
e−(1+iw)x

]∞
0

=
1√

2π(1 + iw)2
.

Kommentar til innsetting av grensene i utregningen over:

xe−xe−iwx = xe−x(cos ωx − i sin ωx) −→
x→∞ 0,

idet xe−x = x/ex → 0 og sin ωx og cos ωx er begrenset.

8 Setter inn i definisjonen av Fouriertransformen og løser direkte:

f(x) = e−|x|
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gir:

f̂(w) =
1√
2π

∫ 0

−∞
exe−iwxdx +

1√
2π

∫ ∞

0
e−xe−iwx

=
1√
2π

∫ 0

−∞
e(1−iw)xdx +

1√
2π

∫ ∞

0
e−(1+iw)xdx

=
1√
2π

[
1

1 − iw
e(1−iw)x

]0

−∞
− 1√

2π

[
1

1 + iw
e−(1+iw)x

]∞
0

=
1√
2π

(
1

1 − iw
+

1
1 + iw

)
=

√
2
π

1
1 + w2

Legg her merke til at

|e(1−iw)x| = |ex| · |e−iwx| = |ex| · 1 = ex → 0 n̊ar x → −∞

dvs. den nedre grensen −∞ bidrar ikke. Det samme gjelder for ∞ for e−(1+iw)x n̊ar x →
+∞.

10 Gitt f(x) = |x| for |x| < 1, 0 for |x| > 1. Vi søker den Fouriertransformerte til f(x).

F{f(x)} = f̂(w) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iwx dx =

1√
2π

∫ 1

−1
|x|e−iwx dx

=
1√
2π

∫ 1

−1
|x|(cos wx − i sin wx) dx

=
1√
2π

∫ 1

−1
( |x| cos wx︸ ︷︷ ︸
jevn funksjon

−i |x| sin wx︸ ︷︷ ︸
odde funksjon

) dx =
2√
2π

∫ 1

0
x cos wx dx

=

√
2
π

[
x

sinwx

w
+

cos wx

w2

]1

0
=

√
2
π

[sinw

w
+

cos w − 1
w2

]
Alternativt kan vi innføre |x| = x for x > 0, |x| = −x for x < 0:

f̂(w) =
1√
2π

∫ 1

−1
|x|e−iwx dx =

1√
2π

[∫ 0

−1
(−x)e−iwx dx +

∫ 1

0
xe−iwx dx

]
= . . .

Et alternativt svar (som f̊aes ved delvis integrasjon av eksponentialfunksjon) er:

f̂(w) =
−1
w2

+
(

1
w2

− 1
iw

)
cosh(iw)

oppg. 4 aug 2001 Ligningen kan skrives f(x) = e−|x| − 4f(x) ∗ e−|x|. Vi setter f̂(w) =
F{f(x)} og Fouriertransformerer ligningen ved å bruke konvolusjonsregelen og den opp-
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gitte Fouriertransformerte.

f̂(w) =

√
2
π

1
1 + w2

− 4
√

2πf̂(w) ·
√

2
π

1
1 + w2(

1 +
8

1 + w2

)
f̂(w) =

√
2
π

1
1 + w2

f̂(w) =

√
2
π

1
9 + w2

=
1
3

√
2
π

3
32 + w2

⇓
f(x) = F−1{f̂(w)} =

1
3
e−3|x|,

der vi inverstransformerte ved hjelp av den oppgitte Fouriertransformerte med a = 3.

oppg. 4 mai 2002 Me f̊ar

f̂(w) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iwx dx =

1√
2π

∫ 1

−1
e−iwx dx =

1√
2π

[
− 1

iw
e−iwx

]1

−1

=
2√
2πw

(
eiw − e−iw

2i

)
=

√
2
π

sin w

w
.

Me nyttar s̊a Eulers formel og formelen for invers Fouriertransformasjon:

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(w)eiwx dw =

1
2π

∫ ∞

−∞

√
2
π

sin w

w
(cos wx + i sin wx) dw.

Ved å setja x = 2, ta realdelen av integralet og nytta at f(x) er kontinuerleg og reell f̊ar
me:

1
w

∫ ∞

−∞

sin w

w
cos 2w dw = f(2) = 0.

Sidan integranden sinw cos 2w
w er ein jamn funksjon, følgjer det at:∫ ∞

0

sin w cos 2w
w

dw = 0.
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