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Fra

Kreyszig, avsnitt 10.7

Funksjonen f(z) er odde sa Fourierrekka blir ei sinusrekke.

Ved & bruke formel 121 i Rottmann s. 144 (eller delvis integrasjon) finn vi

9 [T 9 w/2
b, = —/ f(z)sinnx dr = —/ xsinnx dx
T Jo 0

T
211 . z 2 21 _ar w  nm
= — | — sinnzr — = cosnx =—|—sin— — — cos —
T | n? 0 7 | n? 2 2n 2
Dette gir
2sin(m — $)r  2(=1)m!
bom_1 = — 2. — =1,2,3,...
el = o T mEm 1 T )
2 1 wcosmm (—1)mtt
=— |- = =1,2,3,...).
b2m - |: Am :| om (m ) 73a )

Rekkeutviklinga blir derfor (merk at (—1)""1 = (=1)m+1):

f(x) ~ mzzjl(—l)m“ [ﬁ sin (2m — 1)z + % sin 2max

2 1 2 1 2
= —sinx + —sin2x — —sin3x — —sindz + — sinbx + - - - .

Lgsningsforslag - Qving 7

T 2 9 4 25m
Vi har altsa
2 1 2 1 2
1 7_[_7 2 27 3 97_[_7 4 47 5 257T
Kvadratfeilen far sitt minimum FE73, for Fourierpolynomet Fiy(z) = Zivzl by, sinnx.
Altsa
2
Fi(z) = —sinx
T
Fy() = 2 sinz + = sin2
2(2) = —sine + o sin 2z
2 1

Fs(z) = ;sinx—k §sin2$ - gsin?)m
2 1 2 1
Fy(x) = ;sinx%— §sin2x - %sin&: - Zsinélx

2 1 . 2 1. 2
F5(a:)—;smx#—istw—9—7Tsme—Zsm4x+25—7rsme.
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Etter formel (6) i Kreyszig 10.7 har vi
. N
Ey=[ f@)?dc—m) b}
- n=1
Herer [T f(z)*dx = fl{% 2? dx = 7 /12, og vi legg merke til at EX_, = By — b3 ;.
Vi far
Ef =n3/12 —wb? ~1.311,  Ej = B} —7b3 ~0.525,  E; = E3 — 7b3 ~ 0.509

E; = E} — b3~ 0313,  FEi=E; —nb? ~0.311.

Fra Kreyszig 10.2 oppgave 7 med fasit har vi

2

1 1 1
m2:%—4<cosa:—Zcos2x+§cos‘3x—1—600s4x+—---)
7

[\

— (—-1)"
:?—1-4; 2 cos N, - <x<m.

Parsevals identitet, Kreyszig 10.7 formel (8), gir da

(%) +n§<4 ) =2 e

<1 1 T T T
(9. 9. ) = ~ 1.082).

nzz:ln4 16< 5 9) 90 ( )

De fire forste partialsummene er

Si =1, Sy=05+1/2"~1.063, S3=2S5+1/32~1.075, Sy=S55+1/4*~1.079.

Fra Kreyszig, avsnitt 10.8
Vi skal bruke Fourierintegral til vise at

- . /2 hvisO0<z <1
sin w cos wx .
/ wa: /4 hvisz =1 (%)
0 0 hvis x > 1.
Av svaret ser vi at vi skal betrakte en jevn funksjon f(z) som oppfyller f(x) = 7/2 for

0 <z <1og f(zr) =0 for x > 1. Fourierintegralet til f(z) blir et cosinusintegral ((11)
Kreyszig s. 562) der

. 1 .
S wx S w

2 [ !
A(w)Z;/O f(;v)cosw:cdx:/o cos wx dx = =

w | w
Flgelig kan f(x) representeres ved Forierintegralet
o -
flz)= / P os wa duw. (1)
0 w
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For z = 1 er f(x) diskontinuerlig, og middelverdien av grenseverdien for f(z) fra hyre
(0) og venstre (7/2) er m/4. Dermed flger (%) av (1) og teoremet om Fourierintegral
(Kreyszig s. 559).

Gitt f(x) = sinz for 0 < z < m, 0 for x > 7. Vi skal finne Fouriersinusintegralet
til f(z). Fra (12) Kreyszig s. 562 far vi, nar vi bruker den trigonometriske formelen
2sin Asin B = cos (A — B) — cos (A + B) (Rottmann s. 88),

2 [ 2 [T
B(w) = — f(z)sinwzdr = — [ sinzsinwzdz
™ Jo m™Jo

1 (7 1 rsin(1 — in(1
= —/ [cos(1 — w)x — cos (1 +w)z]dx = — [sm( w)z _ sin( —i—w)x]ﬂ
T Jo ™ 1—w 14w 0
1 [sin(l —w)m  sin(1 —i—w)W} 1 [sinmu n sinmu} _ 2sinmw
o 1—w 14w Coall-w o 14wl w1 —w?)
idet sin (1 — w)7 = sin (7 — Tw) = sin7Tw og sin (1 + w)7 = sin (7w + 7) = — sinTw.

Dermed blir Fouriersinusintegralet ((13) Kreyszig s. 562)

dvs.

/°° sinTw i m(sinz)/2 for0<z <
——— sinwz dw =
0 1—w? 0 for z > 7.

Fra Kreyszig, avsnitt 10.10

Vi skal finne den Fouriertransformerte av

o) = {xe‘x for x > 0,

0 for x <0

Ved bruk av definisjonen av Fouriertransformasjonen (ligning (6), side 570 i Kreyszig(8.
utg.) ) og delvis integrasjon finner vi

1 o —iwz _ i > —T  —iwT
f(w)zﬁ/_oof(x)e d;v—\/%/o xe e dz

— L [#xe—(l—kiw)x - 1

V2r | =1 - iw (—1 - iw)?

Kommentar til innsetting av grensene i utregningen over:

e—(1+iw):r::| _ 1

o Ver(l+iw)?

xe Yem " = ze *(coswr — isinwr) — 0,
r— 00

xT

idet ze™® = x/e* — 0 og sinwz og coswz er begrenset.
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Gitt f(z) = |z| for |z| < 1, 0 for |z| > 1. Vi sgker den Fouriertransformerte til f(x).

-~ 1 o0 . 1 1 .
F{f(x)} = w:—/ me_””dac:—/ xle " dx
U@} =Fw == [ f@ =/ 1=
1 1
= — |z|(cos wx — i sinwz) dz
Vam /_1
1 1 9 1
= —/ (|z]coswx —i |x|sinwz )dx = —/ T coswz dz
V2T Jo1 ~—— —_—— V2 Jo

jevn funksjon odde funksjon
21 sinwx coswzll 2 rsinw  cosw — 1
s w w 0 Tl w w
Alternativt kan vi innfere |z| = z for x > 0, |z| = —z for x < 0:

~ I , 1 0 : L
flw) = —/ |zle” " de = — / (—z)e " dx +/ e "dx| = ...
V2om )1 V2 | J-1 0
Et alternativt svar (som fes ved delvis integrasjon av eksponentialfunksjon) er:

(w) = = (i - i) cosh(iw)

=)

Fra SIF5013 mai 2000
a)

r=0:
sinhm 1 o= (—1)" 2 (1) 77 1
- —f0)=1= - — -
T [2+Zl—|—n2] 1(0) Zl—l—n2 2sinh7m 2
n=1 n=1

T=T:

2sinhm 1 = (—1)" fr+0)+ f(r—0) e +e ™
- [2+;1—|—n2( )" 5 5 cosh 7
1 & (—1)2n ™ =1 mcoshm 1
Folgelig: - - .coshm  dvs. - -
vleclie 2+n§ 1+n2  2sinhx o078 ;Hn? 2sinhx 2
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Invers Fouriertransformert:
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2 cos (mw/2)
C1—w?

wad

= f(x) for alle x

™

\/_

1 [ 2 ° 2
m:():_/ w w=f0)=1 dvs. / de:w
T ) o 1—w? oo 1—w
1 [ 2) .
.’13:7'['/21 _/ COS(’?TU/é )ezww/2dw:f(ﬂ./2):
T ) oo 1l—w
© 2 © 2 2
Eulers formel gir / M cos =2 +1 / cos (mw/2) sin (mw/ )dw =0
oo 1—w 2 oo 1 —w? 2
[e's) 2
2
og folgelig: / wdw =0
oo 1—w
Fra SIF5016 desember 2000
Fra den komplekse Fourierrekka kan vi finne den vanlige Fourierrekka,
sinhm - <~ 2 1+in gina L 1+in
~ — 1 ZTLCC
f@) ~— [n;f L +Z ")
sinh 7 | n l—1in —inz nl+in
= J— - 1 znw
7T [nz:l( ) 1+ (—n)? * +Z 1+n2 ]
B s1nh7r Z o (1 —in)e™ ™ + (1 + zn)e’m]
N 1+ n?
n=1
_ 2sinh 1 - )
sinh Z (cosnz — nsinnz)]
Setter inn z = 0:
2sinh 7 1 > > (=) T 1
1= S(1-0) i = — =
z:: ] som gir nz::ll—l—n2 2sinhm 2
Setter inn z = 7 og bruker at lim,_.._ f(z) = €™, lim, .y f(z) =™
e"4+e ™  2sinhw 1 o= (—=1)" ) =1 mecoshm 1
— - —1)" = — =
2 - [2+;1+n2 "] som gir ;Hn? osinh7 2
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