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Fra Kreyszig, avsnitt 11.1
Vi skal verifisere at u tilfredsstiller Poissons ligning g, + uyy = f(z, ).
u(z,y) = 2> +y°, f(z,y) = 4:

’u  0%u
92 + 17 + f(z,y)

u(xz,y) = cos (zy), f(z,y) = —(a? + y?) cos (zy) :

P, P
ox?  Oy?

u(x7y) = y/xa f(w,y) = 2y/$32

0%u  0%u 0 /—y 0 /1 2y
o+ o = () T ay(5) = 0=

= —y? cos (ay) — 2% cos (ay) = —(2” +y?) cos (ay) = f(2,y)

Vi skal Igse den partielle differensialligningen gy, = u,.
Vi innfgrer p = u;. Da kan ligningen skrives p, = p, og den kan lgses som en separabel
differensialligning for p = p(z,y) der y er fri variabel og z er parameter:
ap 1 8]9 +C1 (z)
5 =D __:17 lnp.fU,y :y+01$, plz,y =eY N = C(x)eY.
o=p o (z,1) (), ply) (z)
Vi kunne ogsa lgst p, —p = 0 som en 1 ineaer fgrste ordens differensialligning.

Na har vi 9
U
—_— = = Y
o p=C(z)e

og integrasjon mhp. z gir

(wy) = f@ +gly)  der  fla) = / O(x) da

her er f(x) og g(y) vilkarlige funksjoner.
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Fra Kreyszig, avsnitt 11.3

Vi skal finne utslaget u(z,t) for en svingende streng med lengde L = 7 nar ¢? = 1,
initial hastighet er 0 og initial form er gitt ved funksjonen k(sinz — %sin 2x). Vi sgker
altsa lgsningen av den 1-dimensjonale bglgeligningen

Uty = Ugx (1)
med randbetingelser
u(0,t) = u(m,t) =0 fort >0 (2)
og intialbetingelser
u(z,0) = ksinz — ksin2z, w(z,0) =0, 0<z<m. (3)

Fra Kreyszig 11.3 ligning (11) vet vi at
up(x,t) = (B, cosnt + B}, sinnt) sin nx (n=1,2,...)

er en lgsning av (1) som oppfyller (2). (Her er A\,, = cnw/L =n og nw/L = n.)

Ifplge superposisjonsprinsippet (Kreyszig 11.1 Teorem 1) er en sum av lgsninger av (1)
ogsa lgsning av (1). En sum av lgsninger som oppfyller (2) vil ogsa oppfylle (2).

Siden wu,(x,0) = Bpsinnz og (up)i(z,0) = nB}sinnz, ser vi av (3) at u(z,t) =
ui(x,t) + ua(z,t) vil oppfylle (3) dersom vi velger By =k, Bf =01 u; og By = —k/2,
B; =01 u9.

Lgsningen blir altsa
u(z,t) = kcostsinz — £k cos 2t sin 2z = k(costsina — § cos 2¢ sin 2z).
(Verifiser ved innsetting at u(xz,t) passer i (1) og at (2) og (3) er oppfylt.)

Vi skal finne utslaget u(z,t) for en svingende streng med lengde L = 7 nar ¢ = 1,
initial hastighet er 0 og initial form er gitt ved funksjonen 0.1z(w — x). Vi sgker altsa
lgsningen av den 1-dimensjonale bglgeligningen

Ut = Ugy (1)
med randbetingelser
u(0,t) = u(m,t) =0 fort >0 (2)
og intialbetingelser
u(z,0) = 0.1zx(m —x), wu(z,0) =0, 0<z<m. (3)
Fra Kreyszig 11.3 vet vi at
[e.e]
u(x,t) = Z(Bn cos nt + B sinnt) sin nx
n=1

(A, =cnm/L =n og nm/L =n) er en (formell) lgsning av (1) som oppfyller (2).
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Vi bruker sa initialbetingelsene (3) til a bestemme koeffisientene B,, og B}. Strengens
startfasong gir

0.1z(m — z) = u(x,0) Zanmnx 0<z<m.

Vi ser at B, ma veere koeffisienten b,, i Fouriersinusrekka til funksjonen 0.1z(m — x) pa
intervallet 0 < z < 7

2 K
B, =b, = —/ 0.1z(m — x) sinnx dx
T Jo

+/ (ﬂ_2x)cosnx dw]
o Vo "

0.2 CcoSNT
= —|—z(r —x)
7T L

n3 s

0.4[ cos m:]7r 0.4(1 —cosnm) [ 0.8/(wn?) for n oddetall
0 0 for n partall

Videre gir starthastighet 0 at alle koeffisientene B blir 0. Dermed blir svaret

8 . cos3tsin3x  cos bt sinbx
u(m,t):—(costsmx—i— 3 + = _|_>
_ 08 i cos (2m — 1)tsin (2m — 1)z
o (2m —1)3

(En formell lgsning av (1) siden vi ikke verifiserer at rekka konvergerer og at summen
tilfredsstiller (1).)

Me skal finna u(z,t) for strengen med lengd L = 7 nar ¢ = 1, starthastigheten er 0 og
startutsvinget er som vist i figuren i oppgava. Me kan skriva

ut(.f,O) :g(l‘) =0, U($,O) :f(l‘)
der

Den generelle lgysinga finn me i formel 12 side 591 i Kreyszig

(o)

entt enmt nm
t) = B B si —
u(x,t) nZ::l( nCOS — + B;, sin 7 ) sin T2
med
/ f(x sm — da:
B! = % ; g(m) sin 22 dz.
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Her vil B}, = 0 og

2 s
B, = —/ f(x)sinnx dz

™ Jo

2 [2 2 [T
:—/2 zsir17w:d:L’+—/ (1—£) sinnx dz
TJg ™ T )= T

2

S]]

2 [1 . T ] 2 |: 1 }W 2 [1 . T T
= — |5 sinnz — —cosnxr| + = |——cosnz| — — |—zsinnz— —cosnx
T

72 | n2 n o TL n = n2 n =
2 2
4 . nw
= ——sin —
m2n? 2
0 n=2,4,0,...
_ 4
== 22 n:1,5,9,...

—— n=3,711,...

Lgysinga vert dermed

4 1 1 1
u(z,t) = = (costsina: — §00s3tsin3:1;+ ?cos5tsin5:1; — ﬁcos7tsin7x+...> .
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