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Fra Kreyszig, avsnitt 11.5

Vi skal finne temperaturen u(x,t) i en stav (L = m, ¢ = 1) som er helt isolert og har
initial temperatur f(z) =1 —x /7.

Siden varmestrgmmen gjennom endeflatene er 0, og ogsa proporsjonal med u, slik at
Uz (0,t) = ug(m,t) =0 for t > 0, ma vi lgse varmeligningen

Uy = Uy (1)
med (adiabatiske) randbetingelser
uz(0,t) = ug(m,t) =0 for t > 0, (2)
og intialbetingelse
u(z,0) =1—x/m, 0<z<m. (3)

Vi finner forst lgsninger av (1) pa formen u(x,t) = F(z)G(t) som oppfyller randbetin-
gelsene (2). Ved innsetting i (1) og divisjon med F'(z)G(t) far vi

G/ F//

G F

som ma veere en konstant k siden venstresiden bare avhenger av t og hgyresiden bare
avhenger av x. Det gir differensialligningene

F'—kF=0 og G —kG=0

som er oppfylte nyaktig nr v = F(x)G(t) er lsning av (1). Den forste ligningen har
lgsning

F(x) = Ael'® + Be™#* for k>0, k = p?

F(z)=A+ Bx for k=0,

F(x) = Acospz + Bsinpz for k<0, k= —p>.
Randbetingelsene F'(0)G(t) = F'(m)G(t) = 0, t > 0, gir to muligheter. Enten er G(t) =
0 for alle ¢ > 0, men den muligheten gir bare lgsningen u(z,t) = 0, eller sa er F'(0) =
F'(m) =0.

For k > 0 ma vi ha A= B =0 for a fa F’(0)
For k = 0 blir F'(0) = F'(w) = 0 dersom B =

=F'(m) =0.
0, A kan veere vilkarlig.
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For k < 0 er F'(0) = pB = 0 hvis B = 0, og da er F'(r) = pAsinpr = 0 dersom
p=n=1,2 3, ...(og A vilkarlig). Med A =1 far vi

k=0: F(z)=1 )
dvs. k= —n: F(z) =cosnx,n=0,1,2, ...
k=-n~: F(x) = cosnx

Ligningen G’ — kG = 0, k = —n? n = 0, 1, 2, 3 ...har Igsning G(t) = Ae~""t g4
funksjonene av formen u(z,t) = F(x)G(t) som passer i (1) og oppfyller randbetingelsene
(2) blir derfor

Up(x,t) = Ane ™ cos naz, n=0,1,2,...

Siden (1) er linezer og homogen, er summen

o0
t):Zun(a:t ZAe "t cos na
n=0

ogsa lgsning av (1) hvis rekken konvergerer og er leddvis deriverbar mhp. ¢ og to ganger
leddvis deriverbar mhp. x, randbetingelsene (2) er ogsa oppfylt. Vi bestemmer koeffisi-
entene A, for n =0, 1, 2, ...slik at initialbetingelsen (3) ogsa blir oppfylt:

f(x) =u(z,0) = ZA cosnm—Ao+ZA COS NT.

n=0 n=1

Vi ser at A, ma veere a,-koeffisienten i Fouriercosinusrekka for f(z) = 1 — x/7 pa
intervallet 0 < z < 7. Av formlene 1 Rottmann side 175 far vi

1 [ 1 2m 1
w0 (=)t -L(-9)
T Jo T 2 s

2 iy
an:—/ (1—E)cosnmdx
Vs 0 ™

2 [(1 _ f) sinnxz  cos nx]ﬂ ~ 2(1—cosnm)  [4/(n*7?) for n oddetall
0 o for n partall.

0 2

T T n ™2 n2m?

Svaret blir altsa

4 1 1
u(z,t) = +ﬁ< tcosx—l—§e_gtc053x+%6_25tcos5x+---)

l\DI»—t N | —

L4 . 1
o - —(2m 1)%t -
— mE: om — 1) cos (2m — 1)x.

Oppgava er eit spesialtilfelle av det problemet som blir gjennomgatt i leereboka pa
sidene 606-607, med a = b = 24, f(z) = 20. Vi far derfor lpysing

. 0
Z A} sin 2% sinh 241/’
der 2 2 nwT
Al = m/o 2OSinﬂd$.
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Vi finn at
24
. nrx 24 nmx24 24 24
I, = /0 smﬂda: — [cos ﬂ]o =_ [1 — cosnm] = — [1—(=1)"].
Dette gir Ioy, =0, oy = %, og dermed
Sm =0,
48 -2-20 80

2m+1 = m(2m + 1) - 24sinh(2m + 1)7 B m(2m + 1) sinh(2m + 1)m

Loysinga blir da

. 2m~+1)rx . 2m+1)w
5.9) 0 i sin (7( 24) )smh (7( 24) y)
ST 2 T 2m 1) sinh(2m + D)

Fra Kreyszig, avsnitt 11.6

Vi skal finne en lgsning pa integralform av varmeligningen u; = c?u,, med intialbetin-
gelse u(z,0) = f(x) der f(x) =1 for |z| <1 og f(x) =0 ellers.

Kreyszig 11.6, formel (6):
> 2,2
u(x,t) = / [A(p) cos px + B(p) sin pz]e” <P dp.
0
Initialbetingelsen gir

flz) =u(z,0) = /OOO[A(p) cos px + B(p) sin pz] dp.

Ved hjelp av formlene for Fourierintegralet i Kreyszig 10.8 far vi

L[> 1 /1 9 rl 9 i
Alp) = —/ f(z)cos prdx = —/ cos pr dr = _/ cos pr di — 2sinp
e TJ-1 T Jo TP

1 [ 1 [t
B(p):—/ f(;v)sinpxdx:—/ sin pz dx = 0.
T J_—0o ™)1

Svaret blir altsa

2 [ sin
u(z,t) = —/ P -t cos px dp.
™ Jo p

Fra Kreyszig, avsnitt 11.12

Vi skal bruke Laplacetransformasjonen til a lgse

ou Ou

ro+ 5 = ot uw(z,0) =0 for . >0, wu(0,t) =0 for t > 0.

La U(x,s) vre den Laplacetransformerte av u(z,t) mhp. t, U(z,s) = L{u(z,t)}.
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Da er L{us(z,t)} = sU(x,s) — u(z,0), og vi har L{uy(x,t)} = Uy(x,s) ved bytte om
rekkeflgen av integrasjon og derivasjon:

ou)| [ _40u 0 [* _, 0
E{%}_/o e &Udt_&v/o e u(x,t)dt = ang(;v,s).

Laplacetransformerer vi den partielle differensialligningen, fr vi

ou 1 ou
x%+sU—u(x,0) =15 dvs. x%—l—sU: %
Den eneste deriverte som inngr her, er mhp. x, derfor kan vi se p denne ligningen
som en ordinr differensialligning for U(x,s) betraktet som funksjon av z. En lineser
differensialligning y" + p(z)y = ¢(z) kan vi lse ved & multiplisere med en integrerende
faktor F(z) = el pdz (Kreyszig 1.6). Det gir (Fy)' = Fgq, og ved integrasjon Fy =

[ Fqdx+C.
Det gir her
ou s 1
217 - F _ Jfs/xde _ _slnz _ s
o + mU =k (x)=¢e e x (x > 0)
ou 1 1 0 1
s s — s s — s >
T o + sz U 8233, 833(3: U) 82m (x >0)
S = — 8+1 >
2°U(x, s) TP 1)1‘ +C(s) (x >0).

Integrasjons- “konstanten” C'(s) bestemmes ved a bruke at «(0,t) = 0. Da blir U(0, s) =
L{u(0,t)} = 0 og folgelig

X

0-U(0,s) = e

m-O—i—C(s), C(s) =0, U(z,s) =

Til slutt inverstransformerer vi ved f.eks. a bruke delbrgkoppspalting:

T 1 1 1
U S —— —
(z,5) s2(s+1) 752 s+s+1

u(z,t) = L7HU(z,s)} =2t —1+e7").

Fra SIF5013 august 2003

a) For koefisientene i cosinusrekka far vi

1 [T 1 [ 1
aoz—/ f(a;)dgy:—/ de = —
7 Jo T )1 T

2 sinnaz |? _ 2sin2n —sinn

2 [T 92 [2
an = — f(z)cosnxdr = — cosnrdr = = —
™ Jo T J1

™ n 1 ™ n

Folgelig har f(x) cosinusrekke

o0 . .
1 2 sin2n — sinn
-4+ — E —————CcoSNnT.
T m n

n=1
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La S(z) betegne summen av rekka for vilkarlig . For z =1 og © = —7/2 fr vi
_fA+0)+f(1-0) 1 T\ jevn o (T . (T\ _
Si) = 2 =5 & S(3)¥s(3)-s(3) -t

b) Dersom u(x,t) = F(x)G(t) oppfyller (i) og (ii), ma vi ha
F'—kF=0, F(0)=0, F'(r)=0 og G —kG=0

for en konstant k. Fra Kreyszig 11.5 (adiabatiske randbetingelser) vet vi at ikketrivielle
lgsninger for F(x) blir F,(z) = cosnz for k = —n? der n = 0, 1, 2, ... . For G(t)
far vi G/ + n?G = 0 som gir G, (t) = Ap,e~"*t der A, er en vilkarlig konstant. For
u(z,t) = F(z)G(t) far vi dermed

Up(x,t) = Fp(2)Gp(t) = Ane "t cosnaz, n=0,1,2,3,... .

Siden (i) er lineser og homogen, er summen w(x,t) = > 2 u,(z,t) ogsa en lgsning,
og den oppfyller (ii). Vi setter folgelig u(z,t) = > 07, Ape "t cos nx, og bestemmer
koeffisientene A,, slik at betingelsen (iii) blir oppfylt:

Vi skal ha f(z) = u(z,0) = >_,° ; A, cosna for 0 < z < 7. Fra punkt a) fr vi Ag = 1/7
og A, = (2/m)(sin2n —sinn)/n for n =1, 2, ... og folgelig

1 2 sin2n —sinn
- 2
u(z,t) = ;—I—; E #6_" ¢
n=1

cos nx.

La W(x,s) veere den Laplacetransformerte av w(xz,t), W(z,s) = [;"e 5w(z,t)dt.

0
Laplacetransformasjon av den gitte ligningen gir

ow 1 ow 1

B + sW —w(x,0) = 2 dvs. B +sW = 2 (siden w(z,0) = 0).
Dette er en ordinger differensialligning for W (x, s) betraktet som funksjon av z. Lignin-
gen kan da skrives dW/dx + sW = 1/s2, og ved & bruke lgsningen som star i oppgaven
far vi

W(z,s)=C(s)e™ +1/s3.

Vi skal ha w(0,t) = 0 og folgelig W(0,s) = 0. Siden W (0,s) = C(s) + 1/s3 folger
C(s) = —1/s og

1 1
W(zx,s) = e L
For & inverstransformere, bruker vi at F(s) = 1/s% har inverstransformert f(t) = ¢

og skiftteorem 2:

t2 for0<t<uz
x(2t —z) fort > x.

D= N[

w(z,t) = %tQ — %(t — x)Qu(t —x) = {
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Fra SIF5013 mai 2003
a) Den Fouriertransformerte av f(x) er

e—(l+iw)x B 1

Vo (1 +iw)

~

—(1+zw T Jr — 1

fr == [ Nor

1+ 2w

(Vi brukte at lim, e~ (IHw)z — iy e %e T = lim,_, e *(cos wxr — sinwz) =

0.)
Siden lAL(w) =27 f(w) . f(w) folger av konvolusjonsregelen at

WFF%M%fMW F]fwfmm

Nar p < O er f(p) = 0, og nar p > z, dvs. x —p < 0, er f(z —p) = 0. Folgelig er
x) =2r [ f(x —p)f(p)dp. Dermed far vi h(z) = 0 nar < 0 og

= \/271/ e~ @l gp = \/271/ e Fdp=V2re "p =+V2mrxze ® narzxz>0.
0 0

p=0
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