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Laplacetransform er en teknikk vi skal bruke til lgse
ordingere differensiallikninger. For det forste er det en
mye mer elegant teknikk enn den du leerte i M3, og for
det andre takler den en bredere klasse av likninger.

Definisjon og grunnleggende egenskaper

La f veere en funksjon definert for t > 0. Laplace-
transformen til f er:

£ = [ fwed=F),

Fgrst kan man spgrre seg hvilke funksjoner det er
naturlig a finne laplacetransformen til. Vi noterer oss
at L(f) er definert ved et uegentlig integral, og at
dette bgr konvergere.

Teorem 1.1. La f en stykkvis kontinuerlig
funksjon, og la a og M > 0 vere reelle tall
slik at

|f(t)] < Me™  for t>0.

/OO ft)e st dt.
0

konvergerer absolutt dersom s > a.

Integralet

Bewvis. Vi beregner:

s < [T e ar <
0 0

M/ e st dt < M/ e@=)t gt = O
0 0

s—a

Eksempel 1.2. Vi kan ikke beregne
E(et2) :/ et’ st dt,
0

for et” vokser for fort. Siden

2
lim e =% = o
t—o0

kan integralet ikke konvergere. A

Eksempel 1.3. La f veere funksjonen

1 rasjonale x
flx) = {

0 irrasjonale x

Vi kan ikke laplacetransformere denne funksjonen,
for den er ikke stykkvis kontinuerlig. Den er faktisk
diskontinuerlig overalt, og ikke en gang riemanninte-
grerbar. VAN

Eksempel 1.4. Sa lenge s > a, kan vi fint beregne

e 1
L(e™) = / el gp = ——, A
0

s—a

Eksempel 1.5. Vi kan ogsa beregne
£0) = / 0=t dt = 0, A
0

Heretter skal vi alltid anta at s er valgt slik at in-
tegralet konvergerer. Vi skal ogsa anta f er stykkvis
kontinuerlig og tilfredsstilller |f] < Me®.

Et viktig spgrsmal er hvorvidt man kan invertere
laplacetransformen: Dersom to funksjoner har samme
laplacetransform, ma de vaere like som funksjoner?
Slik du har lzert funksjoner til na, er svaret definitivt
nei, som fglgende eksempel viser.

Eksempel 1.6. La
et t#£1
t) =
g(t) {0 -

Som i eksemplet over, kan vi for s > a beregne

1 o0
E(g) :/ 6(afs)t dt+/ 6(afs)t dt
0 1
1

)
s—a

altsa den samme som i eksempel 1.4. AN

Eksemplet over kan fremsta som litt patologisk, men
det er et viktig matematisk poeng at et integral ikke
endres av at man bytter ut enkelte funksjonsverdier.
I og med at laplacetransformen er et integral, kan vi
med andre ord ikke forvente at det skal finnes en en-
tydig invers, med mindre man er litt streng pa hvilke
funksjoner man laplacetransformerer.

En alternativ lgsning er a omdefinere hva man me-
ner med at to funksjoner er like; i avansert matema-
tisk analyse bryr man seg ikke om at funksjoner har
forskjellige funksjonsverdier i et og annet punkt, og
da blir det lettere a snakke om invers laplacetrans-
form. Vi har ikke mulighet til 4 ga inn pa dette,
men det er egentlig ikke sa viktig for en ingenigr.
Ingenigrer bruker laplacetransform til & lgse differen-
siallikninger, og da vil det gjerne veaere apenbart fra
anvendelsen hva som er den korrekte inverstransfor-
men, selv om det ikke finnes noe matematisk entydig
valg. Fglgende teorem tar vi na med uansett.

Teorem 1.7. La f og g vere stykkvis konti-
nuerlige funksjoner. Dersom

f=g9

overalt der f og g er kontinuerlige.

Dette teoremet forteller at dersom vi ser bort fra
funksjonsverdier akkurat i sprang, vil den inverse
laplacetransformen vzere entydig. Beviset er dessver-
re altfor hardt for dette kurset. Det finnes formler
for invers laplacetransform. Men de er ogsa for harde
for oss, sa vi skal bruke tabell i stedet. Dette er den
vanligste maten a invertere laplacetransformer pa.



Regneregler

Man lgser ordineere differensiallikninger ved & bruke
laplacetransform til & skrive dem om til algebraiske
likninger. Det er duket for & introdusere triksene vi
skal bruke.

Teorem 1.8. Laplacetransformen er linecer.
Dersom a og b er reelle tall, er

Laf +bg) =al(f)+bL(g).

Beviset for dette teoremet er sa enkelt at vi dropper
det.

Eksempel 1.9.

L(cost) = e ' cost dt

8

(eit _’_efit) efst dt

e(ifs)t + 67(i+s)t dt

0\80\

N = N M‘Hﬁ

7N

1 n 1 s
s—i s+i) 241
Her har vi brukt en omskrivning av Eulers formel:

it —it
cost = %. A

Eksempel 1.10.

1 1 1 5
=- = VAN
2(5—1+s+1) s2—1

Teorem 1.11. Dersom s > 0 og |f'(t)] <
Medt er stykkvis kontinuerlig, er

L(f') = sL(f) = £(0).

Beuvis. La s > 0. Vi beregner
L= [ e a
0

= f(t)e™?* . —|—s/0 ft)e " dt
= sL(f) = £(0). 0

Eksempel 1.12.

L(sinht) = sL(cosht) + cosh(0)
s 1

l=——-.

21 241

= —S

Under liknende betingelser pa de hgyere ordens deri-
verte, vil gjentatt bruk av teorem 1.14 gi formler av
typen

L(f") = s*L(f) = s£(0) = f'(0)

og
L(f") = $*L(f) = s> f(0) — sf'(0) — f"(0)

og sa videre.

Eksempel 1.13. Vi beregner fgrst

c(1):/ et gr— L
0

s
La na f(t) = t". Den n-te deriverte av f er:
) =n!
og siden f*(0) = 0 uansett k, far vi
nlL(1) = s"L(t"),

slik at |
Ly = - A

anrl :

Vi tar to teoremer til.

Teorem 1.14. La g(t) = fg f(u) du. Dersom
g tilfredsstiller vekstkravet, har vi:

Bews. La s > 0. Vi beregner

L(g) = / g dt

1
I t —st
S9(t)e

) 1 00
+ f/ ft)e st dt
0 s Jo
~ o) 0
= .
Eksempel 1.15.

L(sint) = éﬁ(cos t)

71 s 1
T oss241 0 2417

Teorem 1.16. La g(t) =tf(t) og L(f) = F.
Anta at F' er deriverbar. Da har vi:

L(g) = —F

Bevis. Dersom f er stykkvis kontinuerlig og tilfreds-
stiller vekstkravet, gjelder dette ogsa for g. Vi bereg-
ner

oo s B o0 d s
L(g) = /O tf(t)e "t dt = /0 — (D) di
d o) . _ ,
= /0 ft)e =t dt = —F'. O

Eksempel 1.17.

da 1 2s
dss2+1  (s24+1)2

L(tsint) =



To spesielle funksjoner

I det folgende skal vi beskrive noen helt nye typer
funksjoner som dukker opp i anvendelser.

Heavisidefunksjonen
Heavisidefunksjonen er gitt ved

0 fort<O
u(t) =
1 for¢t>0.

Man kan tenke pa denne som en funksjon som slar
noe pa ved t = 0.

A

Eksempel 1.18.

u(t)e! = 0 fort<0 A
et fort>0

Vi kan sla pa ved tiden t = a istedet:

(t ) 0 fort<a
u(t —a) =
1 fort>a,

u(t — a)

>t

Vi kan ogsa sla pa ved t = a og av igjen ved t = b:

0 fort<a
ut—a)—u(t—>0) =<1 fora<t<b
0 fort>b.

u(t —a) —u(t —b)

>t
a b
Eksempel 1.19.
0 fort<a
(u(t —a) —u(t—0b))e' =<t fora<t<b A
fort>b
Eksempel 1.20. La f(t) = u(t — a).
o e—sa
E(f):/ et it — A
a s

Deltafunksjonen

La
1/k fora<t<a-+k
gr(t—a) = /
0 ellers

Slik ser de ut:
Yy

Vi definerer

o fort=a

ot) = lllg%)gk( )= {O ellers
Deltafunksjonen brukes til & modellere impuls, altsa
energitilforsler der den patrykte kraften er ekstremt
hey og ekstremt kortvarig, for eksempel hammerslag.
Man kan ogsa tenke pa den som noe som plukker ut
funksjonsverdier:

a+k
/ f@®)o(t—a)dt= hm; : f (@) dt = f(a).

a

Eksempel 1.21.

5t — a)) = /Oooé(t

Deltafunksjonen er strengt tatt ikke noe funksjon i
ordets rette forstand, og heavisidefunksjonen er ikke
deriverbar. Det kan allikevel veere fruktbart & tenke
pa deltafunksjonen som et forsgk pa a sette opp den
deriverte til heavisidefunksjonen.

e Stdt=e"% A

To skifteteoremer

Det neste teoremet kalles gjerne ’s-skift’.

Teorem 1.22. La g(t) = e f(t), L(f) = F
o9 L(g) = G. Da har vi
G(s) = F(s —a).

Bevis. Dersom f(t) er stykkvis kontinuerlig og til-
fredsstiller vekstkravet, gjelder dette ogsa for e f(¢).

L(g) = /000 e f(t)e st dt

= /OO ft)e™ st dt

/ fe =D dt = F(s—a). O
Eksempel 1.23.
at 1
E (6 Sln(t)) = m
L (e cos(t)) = S A

(s—a)?+1



Fglgende teorem kalles ¢-skift.

Teorem 1.24. La g(t) = f(t — a)u(t — a),
L(f)=F og L(g) =G. Vi har

G(s) = e “F(s).

Beuis.

G(s) = /OOO w(t — a)f(t — a)e* dt

= /OO f(t—a)e s dt
/ Fv)e=sto+a)

= e*S“/ fw)e ™ dv=e"*F(s). O
0
Eksempel 1.25. La

f(t) =u(t—1)sin(t — 1)
)0 fort <1
~]sin(t—1) fort>1

Vi beregner

Konvolusjon

En konvolusjon mellom f og g, er et integral pa for-

frg= /f(p)g(t—

Det finnes mange typer konvolusjoner, og det er for-
skjellige integrasjonsgrenser som skiller dem. Hvilken
type integrasjonsgrenser som er mest relevant, kom-
mer litt an pa anvendelsen.

I dette kapitlet skal vi bruke konvolusjonen

f*gz/0 f(p)g(t —

Nar vi lgser differensiallikninger med laplacetrans-
form, kan vi stgte pa produkter av laplacetransfor-
mer. Fglgende teorem, som kalles konvolusjonsteore-
met, forteller oss hvordan vi skal ngste opp i et slikt
produkt.

Teorem 1.26. Anta at bade L(f
og L(g) eksisterer. Da er

L(f*g)=L(f)L(g)-

*g), L(f)

Beuvis. Vi laplacetransformerer f % g og bytter inte-
grasjonsvariable, slik som i M2. Hjelpefiguren under
kan veere grei a ha i bakhodet.

t

A

p) dp e *'dt

s [
/ / F(p)g(t — p)e=* dt dp
/ow/w

f(p *8(u+p) du dp

0

0

P d u)e " du
f(p)e p/o g(u)
L(f)L(

q) O

A forklare hva konvolusjon er sann rent fysisk sett,
er ikke sa enkelt. Men mange artige ting er basert
pa konvolusjon. Noen eksempler er reverb-knappen
pa gitarforsterkeren din, bakgrunnsuskarpheten i det
vakre konfirmasjonsbildet ditt, eller autofokusfunk-
sjonen pa speilreflekskameraet du fikk til ovennevnte
konfirmasjon.

Differensiallikninger

Oppskriften for a lgse differensiallikninger med
laplacetransform, er alltid & laplacetransformere hele
differensiallikningen, bruke regnereglene, lgse for
laplacetransformen til den ukjente, og inverstransfor-
mere. Vi begynner med to elementaere eksempler.

Eksempel 1.27.

y +y=0 y(0) = 1.

Vi laplacetransformerer likningen. Venstresiden blir

Ly +y) = L)+ L(y)
=sL(y) — 1+ L(y)
=(s+1)L(y) — 1.
Merk bruken av initialbetingelsen y(0) = 1.

Hgyresiden blir
L(0) =0.

Etter laplacetransformering star vi igjen med den al-
gebraiske likningen

(s+1)L(y) —1=0,

slik at
1

L) = s+ 1

Dette er en laplacetransform vi har beregnet tidlige-
re:

y(t) =e " A



Eksempel 1.28. Vi lgser likningen
y'+y=0 y(0)=1y(0)=0.
Vi laplacetransformerer likningen

L(y") + L(y) = s*L(y) — s+ L(y) =0,

slik at 5
E =
W=7
og
y(t) = cost. A

Folgende eksempel illustrerer derivasjonsregelen
1.16.

Eksempel 1.29. Vi Igser initialverdiproblemet
ty' =2y =0 y0)=0
Vi laplacetransformerer likningen
L(ty') —2L(y) =0,

og lar Y = L(y). Forst kan vi skrive

L(ty) =~ (L)) =~ (sY) = =¥ —sY".

Setter vi denne inn i likningen, far vi
Y —sY —-Y =—-sY'-3Y =0.

eller
sY'+3Y =0.

Dette er en differensialliking for Y. Integrerende fak-
tor er s2, slik at

(s*Y) =o.

og
C

g3

Vi inverstransformerer og endrer litt pa konstanten:
y = Ct?

og bruker initialverdibetingelsen for andre gang:
Y= 2. A

De tre foregaende eksemplene lgses enklere med
metodene du kan fra for. Men disse teknikkene kom-
mer til kort i eksemplene vi skal ta na. Her er et par
gamle eksamensoppgaver.

Eksempel 1.30. Vi lgser
y' ' +y=0(t—a)—06(t—0b)

med initialbetingelser

Vi far

slik at

Vi bruker ¢-skift, og far
y(t) = sin(t — a)u(t — a) — sin(t — b)u(t — b).

Ligningens venstreside beskriver en kloss og en fjeer
pa friksjonsfritt underlag. Ved tiden ¢t = 0 er systemet
iro. Ved tiden ¢t = a blir klossen dengt av en hammer
fra venstre, som gir opphav til svingningen sin(t —a).
Ved tiden ¢t = b blir klossen dengt av en hammer fra
hgyre. Dette slaget gir en ny svingning sin(t — b) som
legges oppa den gamle svingningen. VAN

| AEEEEEE
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Noen ganger kan det veere komplisert a invers-
transformere. I det neste eksemplet ma man bruke
bade t-skift og s-skift.
Eksempel 1.31.

y'+2y +y=0(t-1) y(0)=y'(0)=0.
Vi transformerer ligningen til
s?L(y) +2sL(y) + L(y) = L6t — 1))
slik at
)=
CEEY
Her lukter det s-skift pa grunn av (s + 1), og t-skift
pa grunn av e~ ®. Formelen for s-skift gir

1
L(te™") = .
™) = G
Vi bruker i tillegg t-skift, slik at
y=(t—1e Dyt —1). A

Elektrofolk er forresten veldig glade i laplacetrans-
form. Det er nok fordi de trenger spenning som kan
slas av og pa. Heavisidefunksjonen gir dem en mu-
lighet for dette, og laplacetransform takler heaviside-
funksjonen med letthet.

Eksempel 1.32. Strgmmen i(¢) i kretsen under til-
fredsstiller integro-differensialligningen

Lz"(t)+Ri(t)+é/0 i(r) dr = 6(t — 1),

der R=2,L=1,C = 0.5 og ¢ er Diracs deltafunk-
sjon. Vi setter i(0) = 0 og finner strgmmen ().



Vi laplacetransformerer likningen, og far
2 ,
sC(1) +2L(i) + —L(i) = e %,

s

og lgser vi for L(i), far vi

£6) = s2425+2°

Her er det enklest & fullfgre kvadratet s2 4+ 2s + 2 =
(s +1)? + 1, og sa skrive

(s+1)e® e ®

(s+1)2+1 (s+1)2+1

L) =

Formelen for s-skift gir

s+1
L(e™? t)= ————
(e"*cost) PESIEE
og
Le7tsint) = ————.
(e "sint) GrTTl
Inverstransformerer vi
(s+1)e=*® e "

L(i) =

(s+1)24+1 (s+1)2+1
med ¢-skift, far vi altsa
i(t) = e~ Dyt — 1) (cos(t — 1) — sin(t — 1)).

Dette eksemplet modellerer en fugl som ved tiden
t = 1 setter seg pa en hgyspentledning. Merk at
strgommen er null frem til ¢ = 1. I ¢ = 1 opplever
fuglen en voldsom patrykt spenning i det den setter
seg pa hgyspenten. Den faller umiddelbart av, slik at
spenningsgkningen bare varer et kort gyeblikk. For
t > 1 beskriver i strgmmen i fuglens kropp mens den
daler ned mot bakken. Se figuren under.

I denne oppgaven kunne vi ogsa brukt del-
brgksoppspaltning;:

S S
s24+25+2 (s—1—id)(s—1+1)

men regningen blir noe svineri. A
Na tar vi to eksempler der vi bruker konvolusjon.
Eksempel 1.33. Vi Igser initialverdiproblemet
y+txy =t y0)=0

Vi laplacetransformerer

L)+ Lvy) =

08t \
06

04k

|

og bruker konvolusjonsteoremet
Ly) + LEL(Y) =
1 1
Ly)+ L) =5
eller )
sL(y) +L(y) =

Herfra er regningen standard, og vi far

1 1 1

s(s+1) s s+1

L(y) =

slik at
y=1—et A

Eksempel 1.34. La oss lgse initialverdiproblemet
y(0) =y'(0) =0

Vi laplacetransformerer alt, og far

y" 4y = sint

(2 + DLW = o
eller
L(y) = —— = (L(sint))’
(52 + 1)2
som gir at

¢
y(t) = / sin(t — u) sinu du
0

Dette siste integralet kan vi lgse ved a bruke relasjo-
nen
_ e*iu

24

) elu
Sinu =

og integrere i vei

¢
y(t) = / sin(t — u) sinu du
0

1/t . . , .
_Z/ (ez(t—u) _ e—z(t—u))(ezu _ e—zu) du

0

t
_ 7}/ ot _ ilt=2u) _ gmilt=2u) | =it gy
4 0

1t
=—= / cost — cos(t — 2u) du
2Jo

1
=3 (sint — tcost)



Dette eksemplet beskriver for eksempel en kloss og
en fjeer, der den patrykte kraften sint har samme
frekvens som systemets naturlige svingefrekvens. Da
oppstar det resonans. Resonansen kommer til uttrykk
gjennom leddet tsint, som vokser mot uendelig nar
t — oo. Nar dette skjer i et PA-anlegg, kalles det
feedback, og alle ma holde seg for grene. VAN

\/

-20

Eksemplet over viser at selv om det er litt
regning med laplacetransform, er det en penere
lpsningsmetode enn a dele opp i homogen og parti-
kuleer lgsning, og sa gjette i vei. Eksemplet illustrerer
ogsa en teknikk vi far bruk for nar vi skal lgse varme-
likningen pa hele z-aksen i kapittel 5.



