Kapittel 4

Partielle differensiallikninger

Fysiske situasjoner der det er behov for mer enn en uav-
hengig variabel, beskrives gjerne av partielle differensial-
likninger. Vi skal ta for oss tre av de mest grunnleggen-
de likningene, nemlig bglgelikningen, varmelikningen, og
Laplaces likning.

Balgelikningen

Bglgelikningen er en matematisk beskrivelse av en vibre-
rende streng, eller en staende luftbglge i en orgelpipe. Vi
skal ta for oss selve likningen, hvor den kommer fra, og
to forskjellige lgsningsteknikker - en for et intervall pa x-
aksen, og en for hele x-aksen.

Utledning

Vitenker at vi har en vibrerende streng som er spent opp i
x = 0ogx = L. Lau(x, t) veere en funksjon som for hvert
tidspunkt t og hvert punkt x beskriver utslaget fra like-
vektslinjen, som ligger langs x-aksen. Strengen har kon-
stant massetetthet p [kg/m].

y
u(x, t)

Vi tar en naermere titt pa strekkreftene pa et lite stykke
av strengen. Vi antar at tyngdekraften er neglisjerbar, og
at strengen er helt elastisk, slik at strengestrekket, som
virker parallelt med strengen, er eneste kraft. Vi antar at
hvert punkt pa strengen kun beveger seg loddrett, og at
den horisontale komponenten av strengestrekket er kon-
stant lik T

[T, Te]

— @0
u(x,
[T,T] / ;

x x+h

Vi setter opp Newtons andre lov for den lille biten fra x til
x + h. Massen til en bit med lengde h er hp, og akselera-
sjonen til strengen i punktet x er u;:(x, t). Netto kraft pa
biten er gitt ved T, + Ty, slik at

hpuge(x,t) =T, + Ty,

eller

P t) T,/T +Ty/T
T T h

U (X +ht) —up(xt)
= p ,

siden stigningstallet til tangenten til strengen er gitt ved
Uy. Larvina h — 0, far vi bglgeligningen

Uge(x, t) = Czuxx(x' 0),

T
derc? = -.
p

Oppstilling av problem

Det er ikke nok med en differensialligning som beskriver
strengens bevegelse. Vi ma ogsa ha informasjon om hvor-
dan bevegelsen blir satt igang, og hvor strengen er spent
opp. Et fullstendig oppstilt problem er:

U (%, 1) = Pty (3, 1), (4.1)
med randkrav
u(0,t) = u(L,t) = 0, (4.2)
og initialkrav
u(x,0) = f(x)  u(x0)=gx. (43

Selve differensialligningen forteller oss hva slags fy-
siske lover som skal tilfredsstilles (i dette tilfelle Newtons
andre lov), eller hva slags oppfgrsel vi kan forvente av Igs-
ningen, for eksempel at det er en vibrerende streng det
er snakk om. Randkravene forteller oss at strengen
erspent opp i x = 0 og x = L, slik at Igsningen star helt i
ro der. Initialkravene forteller oss noen om hvordan
bevegelsen settes i gang; f angir strengens posisjon ved
t = 0, mens g angir strengens fart ved t = 0. Nar man
spiller en tone pa en gitar ved a dra i strengen og slippe
den, slik man vanligvis gjgr, er g = 0. Randkravene

u(0,t) =u(L,t) =0, (4.4)

kalles dirichletrandkrav.

Lgsning pa intervall - separasjon av variable

Et stort geni har engang tenkt at Igsningen pa bglgelignin-
gen kan skrives

u(x, t) = F(x)G(t).



Han hadde rett. Innsetting i gir
F(x)G"(t) = c?F"(x)G(¢).
Vi deler pa c?F(x)G(t) og far

F’I (x) _ G"(t)
F(x) — c2G(t)’

Siden x og t skal kunne varieres uavhengig av hverandre,
ma vi ha at

F”(X) _ G”(t) _

F(x)  c2G(t)
der k er en forelgbig ubestemt konstant. Vi ganger opp
med c?F(x)G(t) og bytter fortegn pa k, slik at

F'(x)+ kF(x) =0

og
G"(t) + kc?G(t) = 0.

Vi skal fgrst prgve a finne ut hva k kan vaere. Vi kan bruke
F og randkravene

u(0,t) =u(L,t) =0,
til dette. La oss kikke pa
F"(x) + kF(x) = 0.
Dersom k = 0, far vi
F'(x)=0

som gir
F(x) = Ax + B.

Er dette en interessant Igsning? Vel, nei. Dersom
F(0O)G(t) =u(0,t) =0,

ma3 enten F(0) = O eller G(t) = 0. At G(t) = O, slik at
u(x,t) = 0, er en gyldig Igsning av bglgelikningen, som
ogsa ftilfredsstiller randkravene. Men dette er dpenbart
ikke en spesielt interessant Igsning, sa jeg tror vi gar for
F(0) = 0, som impliserer B = 0. Det andre randkravet

u(L,t)=0

gir likeledes at F(L) = 0, altsd at AL = 0, som impliserer
at A = 0. Dette impliserer igjen at u(x, t) = 0, vi konklu-
dereratk = 0 og F(x) = 0 ikke er en interessant Igsning
av problemet.

La oss prgve k < 0. | sa fall Igses
F'(x)+ kF(x) =0

av
F(x) = AeV=kx 4 pe=V=kx

Dersom vi na bruker randkravene, far vi de to likningene

A+B=0
AeV=KL 4 Be=V-kKL = ¢

Dersom k # 0 (som vi jo allerede vet), er determinanten
til dette systemet gitt ved

e\/—_kL + e—\/—_kL =+ 0

og vi konkluderer med at A = B = 0, slik at F(x) = 0.
Altsa er heller ikke k < 0 en interessant Igsning.

Dersom k > 0, gar alt sa meget bedre, og vi far
F(x) = Acos Vikx + B sin Vkx.
Bruker vi randkravet u(x, t) = 0, far vi
A=0,
og krever vi
F(L) = Bsin(VkL)G(t) = 0,

kan dette oppnas ved a sette B = 0, som er uinteressant
siden da blir u(x, t) = 0, eller ved a kreve

VkL = nm.

_ (nm)?
k=(T) -
Viserogsaatn > 0, fordersomn < 0 byttes bare forteg-
net pa B, som enna er ubestemt. Ved a ta en titt pa det

endelige Igsningen av problemet nedenfor, ser man at B
kommer til & bli overflgdig, sa vi velger B = 1.

slik at

Ligningene

., , (N 2
G'"(t)+c (—L ) G(t) =0.
lgses av

nm .onm
G, (t) = A, cos CTt + B, sin CTt’

sa de generelle Igsningene til bglgeligningen med rand-

krav blir
Un(x,t) = F(x)Gn(t)

(A nnt LB si nm t) . nm
= cosc— sinc—t | sin —x.
n L " L L

Vi har ennd ikke tatt stilling til initialkravene (4.3). Det kan
vi klare ved 3 skrive

[ee)
u(x,t) = Z uy(x,t)
n=1
_ Oo(A nnt+B ] nnt) . nm
= ncoscL nsmcL sin Lx.
n=1
Dersom vi na krever
£ = u(x,0) = Z w,(x,0) = z Aysin 2,
n=1 n=1

ser vi at summen til hgyre bgr veere fourierrekken til den
odde utvidelsen til f, og fglgelig bar

Ao = 1fL N ZJ'L LT
n=71 _Lf(x)sm Lx x—L | f(x) sin Lx x.
Pa samme vis, dersom

nm

- nmw
gx) = ue(x,0) = E B, c— sin —x,
4 L L
n=



bgr summen til hgyre vaere fourierekken til den odde ut-
videlsen til g, og fglgelig ma

5o 2 fL LT
"CL =7 . g(x)sin Lx X.
slik at
B, = —xd
- cnnf g(x)sm x X.

Nar vi skal oppsummere, ma vi vaere litt forsiktige, for vi
har ikke sagt noe om deriverbarhet. En Igsning av bglge-
likningen bgr helst vaere to ganger kontinuerlig deriver-
bar, men dersom du drar i en gitarstreng med fingeren og
slipper strengen, vil f har form som en sagtann, og ikke
vaere deriverbar i punktet der fingeren din holder stren-
gen. (lhvertfall hvis strengen er elastisk, og fingen din er
uendelig tynn.) Av disse grunnene bgr man kanskje ikke
kalle oppsummeringen for et teorem, men det far fa en
rgd ramme siden det ligger et visst resonnement bak.

Lgsningsformel for dirichletrandkrav

Bolgeligningen

Ut (%, 1) = Cuyy(x, 1),
med randkrav

u(0,t) = u(L,t) =0,

og initialkrav

u(x' 0) = f(x) ut(x! 0) = g(x)'
Igses av
u(x, t) =
3 <A t+B nt w7
Z cosc sinc— I )sm Tx,
n=1
der
3 ZJL LT
=1 : f(x) sin Lx x
og

B, = cmrf g(x) sin —x dx.

Lgsning for flgyte

En staende trykkbglge inne i flgyte, beskrives av proble-
met

utt(x: t) = Czuxx(x' t)'
med randkrav
U, (0,t) = u, (L, t) =0,

og initialkrav

u(x,0) =f(x)  w(x0) =gx).

Konstanten ¢ avhenger na av trykket og lydhastigheten i
mediet der lydbglgene produseres. (Dersom du spiller pa
flgyten inni en gassballong full av helium, blir ¢ hgyere

enn i luft.) Randkravene kalles von-Neumann-randkrav,
og L er lengden pa flgyten.

Vilgser problemet pa samme mate som for den vibreren-
de strengen. Den eneste forskjellen blir i forbindelse med
Igsning av

F"(x) + kF(x) = 0.

Pa samme vis ma k > 0, slik at
F(x) = Acos Vkx + B sin Vkx.

Siden
F'(x) = —AVk sinVkx + BVk cos Vkx

impliserer

u,(0,8) = F'(0) = 0,

at B = 0, mens
uy(L,t) = F'(x) = —AVksinVkL = 0,

gir som fgr at
VkL = nm.

Merk at n = 0 er en gyldig I@sning her siden en konstant
funksjon lgser bade bglgelikningen og von-Neumann-
randkravene. Resten blir som fgr, men vi ma bruke cosi-
nusrekkene til f og g istedet for sinusrekkene. Vi tar ikke
resten av regningen.

Lgsningsformel for flgyte

Bglgeligningen

U (%, 8) = Py (1, 1),
med randkrav

u(0,t) = u, (L, t) =0,

og initialkrav

u(x0)=f(x)  ux0)=g(x),
Igses av
u(x, t) =
A+ Z <An cos cﬂt + B, sin cEt) cos Ex,
& L L L

der A er en vilkarlig konstant,

3 ZIL o
=1 s f(x) cos X dx
og

nm
B, = —xd
b cnnJ- g(x) cos —x dx.

Lgsning pa hele x-aksen - D’alembert

Hvis man ikke gnsker 3 bruke bgglelikningen til & beskri-
ve en oppspent streng, men heller bglgene fra et stein-
kast pa et endimensjonalt og uendelig langt hav, ma man
studere bglgelikningen

utt‘(xv t) = Czuxx(x, t)!



med initialkrav

u(x0)=f()  ux0)=gx),

ogingen randkrav. Her skal Igsningen gjelde for alle x, ikke
bare pd intervallet [0, L]

I noen tilfeller kan dette gjgre alt vanskeligere, men akku-
rat i tilfellet bglgelikningen, blir alt fryktelig enkelt. Det er
enkelt 3 sjekke at funksjonen

u(x, t) = ¢(x + ct) + P(x — ct)
passer i likningen
Uee (X, 1) = Py, (x, t).
uansett hva ¢ og 1 er, sa lenge de er to ganger kontinu-

erlig deriverbare. Spgrsmalet blir bare da hvordan vi skal
klare & innpasse initialkravene.

Dersom man bruker

u(x,0) = f(x)

far man
d(x) +(x) = f(x)

og dersom man bruker

ue(x,0) = g(x),
far man

cp'(x) — ey’ (x) = g(x),

eller

1 X
b0 —$w = ¢ [ g@derc

Vi har na et lineaert 2 X 2-likningssystem for ¢ og 1. Leg-
ger vi likningene sammen, far vi

1 X
20(x) = f(x) + Ef g)yde+C

og trekker vi dem fra hverandre, far vi far vi

1 X
2060 = f0) - ¢ [ 9@ de-c
Vi setter na alt sammen igjen

u(x,t) =¢p(x + ct) + P(x — ct)

=% (f(x+ct) + f(x —ct))

1 x+ct x—ct
+Z(J g(® dt—J g(®) dt>

1 x+ct
=§ (flx+ct)+ f(x—ct)) + 7 Jx—ct g(t) dt,

0g oppsummerer.

D’Alemberts Igsningsformel

Bglgeligningen
Uge (%, t) = Czuxx(x' 0),

pa hele x-aksen, med initialkrav

u(x' 0) = f(X) ut(x' 0) = g(.X'),
Igses av
u(x, t) =
1 1 xX+ct d
3 (fx+ct) + f(x—ct)) + % L_Ct g(0) dt.

Varmelikningen

Varmelikningen beskriver kort og godt varmeflyt i mate-
rialer. Vi skal ta for oss den enkleste varianten, der varme-
ledningsevnen er identisk overalt og i alle retninger i ma-
terialet.

Utledning

| en ideell gass er det et lineaert forhold mellom tempe-
ratur og opplagret bevegelsesenergi, gitt ved

1 2 — EkT

2™ T2

der k = 1.38064852(79) x 10723 J/K er Boltzmanns
konstant, v er giennomsnittsfarten til gassmolekylene, og
T er temperaturen maltiKelvin. Vikan altsa tenke pa tem-
peratur som et mal pa opplagret energi av et eller annet
slag. I andre materialer enn ideelle gasser er virkeligheten
noe mer komplisert, men det skal vi ikke ga inn pa.

La oss tenke at denne opplagrede varmeenergien (eller
temperatur om du vil), er gitt ved funksjonen u(x, y, z, t),
der (x, y, z) er de romlige koordinatene, t er tidspunktet,
og u males i J/m3 eller liknende. La Q veere et omrade i
R3. Den totale opplagrede energien i Q er gitt ved

J f J u(x,y,zt) dxdydz.
Q

Dersom vi legger noen milde restriksjoner pa glattheten
til u, er endringen i denne energien over tid gitt ved

%fﬂﬂ”(x,y,z,t) dv =
ﬂLW@%zow

Fouriers lov sier at endringen i varmeenergii (2 enten skyl-
des varme som produseres inne i Q (tenk at det star et
stearinlys og brenner inne i Q), eller varme som slipper
inn og ut gjennom randen d(), gitt ved

[ was— [ aweav

der F er et vektorfelt som beskriver varmeflyten. Vi skal
ikke ta i betrakning tilfeller der varme produseres inne i



Q, sa Fouriers lov blir

([ - ] e

For mange materialer er det rimelig 3 anta at
F = c2Vu,

der c er en konstant relatert til varmeledningsevnen til
mediet, slik at fouriers lov blir

[ v =[] vmar
[ —

og siden dette bgr gjelde for et tilfeldig valgt omrade (),
bgr
U = (Uny + Uyy + Upy),

som kalles varmelikningen eller diffusjonslikningen.

Varmelikningen er der alt startet. Fouriers lov er oppkalt
etter Joseph Fourier, og det var i forbindelse med hans ut-
ledning og analyse av varmelikningen at fourieranalysen
sa dagens lys.

Lgsning pa begrenset intervall

Na skal vi tenke oss en isolert stang der temperaturen er
gitt av u(x, t). Varme kan slippe ut eller tilfgres gjennom
endepunktene, men ingen andre steder. Vi skal Igse var-
meligningen

U = Uy,

pa stang med lengde L. Randkravene
u(0,t) = u(L,t) =0, (4.5)

sier at temperaturen holdes konstant lik 0 i endepunkte-
ne, og initialkravet

u(x,0) = f(x) (4.6)

sier at temperaturfordelingen er gitt ved f(x) nar tiden
begynner a ga.

Vi prgver separasjon av variable
u(x, t) = F(x)G(t).

Pa samme vis som for bglgeligningen, far vi
F'(x)+kF(x) =0

og
G'(t) + kc?G(t) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet for
bglgeligningen, mens
Gn(t) = Ane_(T

slik at de generelle Igsningene til bglgeligningen med
randkrav u(0, t) = u(L, t) = 0 blir

() = FCOG () = e (E) Fsin 1

Likeledes kan initialkravet u(x,0) = f(x) inkorporeres
ved a legge sammen alle Igsninger

e o _(cn_n)zt i
u(x, t) = z u,(x,t) = Z Ape V'L sin Tx,
n=1 n=1

settet =0
= nmw
f(x) =u(x,0) = Z A, sin Tx,
n=1

og observere at vi far dette til dersom A,, er fourierkoeffi-
sientene til den odde utvidelsen til f

A_Zf’“ L
n=7 0f(x)smLx X.

Lgsningsformel for gittarstreng

Varmelikningen

U (X, ) = Py (x, 1),
med randkrav

u(0,t) =u(L,t) =0,

og initialkrav

u(x,0) = f(x)
lpses av
- _(cnm)? nrw
u(x,t) = ZAne ( L ) “sin Tx,
n=1
der

A—ZfL L
n=7 0f(x)smLx x.

Lgsning pa hele x-aksen

Vi skal na Igse varmeligningen
U = Uy,
pa en uendelig lang stang. Randkravene skal veere
xllrirlw u(x, t) =0, (4.7)
mens initialkravet er som fgr
u(x,0) = f(x), (4.8)

der vi antar
Xl_l}ri?00 f(x) =0. (4.9)

Vi skal Igse dette problemet ved & fouriertrans-
formere varmeligningen med hensyn pa x. Siden
limy_, 40 u(x, t) = 0, satser vi pa at det gar bra, og vi far

Fu) = c*F (Ux) -

Vi tar en kikk pa disse to. Hvis vi antar at u er kontinuerlig
deriverbarit, og fouriertransformen er med hensyn pa x,



kan vi skrive
1 ” —iwx
Fluy) = E f_w ui(x, t)e dx
a 1 (- » .
= EE f_oo u(x, t)e ™ ™* dx = 0, (w, t),
og

Fyy) = —W2F(u) = —w2(w, t),

slik at
ﬁ't = _Czwzﬁ.
Vilater som om dette er en ordineer differensialligning for

11, og far
a(w, t) = A(w)e Wt

Fouriertransformerer vi initialkavet, ser vi at
Aw) = 1i(w, 0) = F (u(x,0)) = F(f(x)) = f(w),

og da er det egentlig bare d inversfouriertransformere, og
sa har vi Igsningen

Y 2,02¢
u(x,t) =F @) = —f w)e ¢ W teWx gy,
(%, 1) Nz f(w)
Vel og bra, men vi kan komme oss et knepp til. Husk at
frg=7F"(Var fg),

og observer at

1 @, 2,2t 2 2,2
f(W)e_C witolwx gy, — F-1 (fe—c w t).
VZT[ ,[_oo

Med andre ord, hvis vi kunne inverstransformere e—ctwit
hadde det vaert bra. Husk fra tabellen at
1 -»?
Fle )= —e3a
( ) v2a
Setter vi
1
= derr
og ganger og deler litt med konstanter, kan vi si at
1 __"2 2.2
F et | = g~ CWE,
(c\/E >
som gir
u(x, t) = F(fe c*wr) L (f* ! ezl_c_xzzt>
' V2n cV2t
1 o —(x=1)2
= v)e 4«?t dv
el ) f)

Onde tunger vil hevde at u(x, t) ikke er definert for t = 0.
Ikke bra, for vi har jo prgvd a fa til at u(x, 0) = f(x), som
apenbart ikke er helt riktig. Det kan vises at

limu(x,t) = f(x)

men det skal ikke vi gjgre.

Kjempe lang stang pa Vang

Varmelikningen
— 2
U = CUyy,

pa hele x-aksen med initialkrav

u(x, 0) = f(x)
Igses av
1 (® o2
u(x,t) = redrt ) f(v)e 42t dy,
og vi har

lti_r}(} u(x, t) = f(x).

Laplaces ligning

For a forsta hvor Laplace’ ligning kommer fra, ma man be-
trakte varmeligningen i romlige dimensjoner

Uy = 2 (Upy + uyy) )

Det fysiske bildet du kan ha, er en tynn varmeisolert plate
der varmeenergi kan forsvinne ut eller inn gjennom side-
kantene. Lgsningen til varmeligningen vil da gi tempera-
turen u(x, y, t) i platen gitt fornuftige rand- og initialkrav.
Vi skal ikke Igse varmeligningen i to romlige dimensjoner,
men derimot betrakte spesialtilfellet der t — oo, slik at
varmestrgmmen er konstant, eller steady-state flow som
vi sier pa norsk. Dersom varmestrgmmen er konstant, er
ui(x,y,t) = 0, slik at varmeligningen blir

Uyy + Uyy = 0.

Dette kalles Laplace’ ligning, og den kan vi Igse med tek-
nikker vi har lzert i kurset. Her er en figur som beskriver
en typisk situasjon. Dette er temperaturen i en tynn plate

der temperaturen holdes konstant lik null pa tre sider, og
konstant lik fem eller en eller noe pa den siste siden.

Lgsning pa begrenset intervall - separasjon av variable

Vi setter opp problemet

Uyy + Uyy =0,



pa rektangelet [0, a] X [0, b] med randkrav

u(x,0)=u(0,y) =u(a,y) =0 og u(x,b) = f(x).

Vi separerer i vei

u(x,y) = F()G().
Pa samme vis som for bglgeligningen og varmeligningen,
far vi

F'(x)+ kF(x) =0

og
G"(y) —kG(y) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet for
bglgeligningen, mens

nm nm
Gn(y) ay'l'Bne a”

slik at de generelle Igsningene som tilfredsstiller
u(0,y) = u(b,y) = 0 blir

=A, e

_nm nn nm
up(x,y) = F(x)G,(y) = (Ane a” + Bpea y) sin — X

Krever vi u(x,0) = 0, far vi
A, = —By,

slik at

(e_%y - enT:ty) sin %x

A sinh nwt . nmw
= A,, sinh —ysin —x
n 2 y P

up(x%,y) = Ap

og krever viu(x, b) =
men alle Igsninger

f(x), far vi det til ved a legge sam-

= - ..onmr . nw
u(x,y) = Z uy(x,y) = Z A, sinh —ysin —x,
n=1 n=1 a a

og kreve

nm

= nnb
f(x) =u(x,b) = Z A, sinh o sin =%
n=
slik at

2 f“f( )si nix p
_ x) sin — dx.
asmh% 0 a

Lgsning i halvplanet

Vi skal se pa Laplaces ligning
Uy + Uyy =0,
i halvplanet. Randkrav skal vaere
Aim u(x,y) = ylgn;o u(x,y) =0

og
u(x, 0) = f(x),
der
xl_i)rinoof(x) = 0.

Sidenlim,._, 4o u(x,y) = Osatservipdatuerabsoluttin-
tegrerbar i x, slik at vi kan fouriertransformere med hen-
syn pa x. Da far vi

Fluxy) + j:'(uyy) = F(0)

eller
—w2l(w,y) + @y, (w,y) = 0.

Akkurat som med varmeligningen, later vi som om dette
er en ordinzer differensialligning i y, og far

i(w,y) = Aw)e ™Y + B(w)e"D,

Na ma Vi fouriertransformere randkravet

limy_>oo u(x,y) =0, og da far vi
lim @(w,y) = 0.
y—00
Bruker vi dette, ser vi at B(w) = 0, og fglgelig er
a(w,y) = A(w)e™ Wb,
Transformerer vi u(x, 0) = f(x), far vi
aw,0) = f(w),

og bruker vi denne, far vi
a(w,y) = fw)e V.

Na kan vi inverstransformere og fa

u(x =L B Fw)e~ Wy eiwx gy,
) mf Fw)

= P w)e ),

Na bruker vi samme trikset som for varmeligningen. Si-
den dette er inversfouriertransformen til produktet mel-
lom f(w) og e ™Y, og

2y
T x% + y?

— e_lwly’

servi at
1 2y
W) =G\ ey
J- f() )2+y dv.

Noen artige egenskaper
En funksjon som tilfredsstiller
Uyy + Uyy =0

kalles gjerne en harmonisk funksjon. Harmoniske funk-
sjoner har morsomme egenskaper.

Middelverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 4.1. La u vaere harmonisk pa 2, oglaC €
Q veere en sirkelskive med sentrum i (xg, Vo) og

radius a. Da gjelder at
_— f e — ﬂ dA
u(xg, Yo) = >ma acu sS=—3 Cu .




Vilar denne sta ubevist inntil videre. Beviset kommer ikke
pa eksamen i ar. Ta kontakt om du lurer.

Maksverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 4.2. Lau vaere harmonisk pa Q,oglaC €
Q veere en sirkelskive med sentrum i (xg, y,) 0g
radius a. Da ligger

a3 u(x, y)
og

i)
pa dcC.

Vi beviser ikke denne heller.
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