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I dette kapitlet skal vi ta for oss noen vanlige numeris-
ke integrasjonsmetoder. I M1 har du leert to av dem
- trapesregelen og Simpsons metode. Vi skal raskt
repetere disse, og sa ga videre til mer spennende me-
toder. Alle er bygget pa interpolasjonsteknikken vi
leerte i forrige uke.

Kvadraturregler

Vi skal finne tilnserminger til integralet

If]=/:f(w)dx

ved & interpolere f, og sa integrere intepolasjonspo-
lynomet analytisk. Dette kalles kvadratur, og en be-
stemt metode kalles gjerne kvadraturregel. La x; veere
interpolasjonspunkter pa [a, b], og I; de korresponde-
rende lagrangefunksjonene, slik at

der vi har definert 4; = fab li(z)
raturvektene, eller bare vektene.

dx. Disse kalles kvad-

Eksempel 9.1. En av de aller enkleste kvadratur-
reglene kjenner du fra M1. Den kalles trapesregelen,
er gitt ved

.Abf@ﬂdxz(b_a)(f@);jw®>

og utledes enkelt ved a interpolere f med et

fgrsteordens polynom i g = a og x; = b og inte-

grere dette. Vektene er

b—a
5

Eksempel 9.2. Gauss- Legendre—punktene forn =2

Ao =4, = A

pa intervallet [—1,1] er
er

, og lagrangefunksjoner

li(z) = ,? (ac ;) .

og

Vi beregner

og

Eksempel 9.3. Simpsons regel, som du ogsa kjenner
fra M1,

a="5" (r@+ar (57) + 10).

har vekter

Ag= Ay =

Disse utledes ved a interpolere f med andre ordens

polynomer i a, b og ‘”b , men dette er gjort i M1, sa
vi dropper det. A
Feilestimat

Det forste vi kan gjgre, er a sette opp en generell regel
for kvadraturfeil. Denne detter rett ut av feilestima-
tet for intepolasjon.

Teorem 9.4. La Q) veere en n+1-punkts kvadraturre-

gel pd [a,b], og anta at f er n+1 ganger kontinuerlig
deriverbar pa [a,b]. En gure skranke for feilen er

1= = /H|x il de

der M = maxye(qp | f"(s)].

Beuvis. Integrer feilestimatet

_ M) T
f(x) p’rb(x) - (TL + 1)| k:o(x l‘k)
fra a til b og bruk at |f* 1| < M. O

Fordelen med dette teoremet er at det er lett a be-
vise. Ulempen er at det stort sett er mulig a finne
skarpere estimater, men disse er mer grisete a utle-
de. Vi tar derfor med noen bedre feilestimater for
forskjellige kvadraturregler uten bevis.

Teorem 9.5. For trapesregelen finnes det en s €
(a,b) slik at

Teorem 9.6. For Simpsons regel finnes det en s €
(a,b) slik at

(b—a)
2830

I[f] = Qlf] = - F(s).

Det gar an & skrive opp feilestimater for kvad-
raturregler basert pa Chebyshev-punkter, Gauss-
Legendre-punkter og Gauss-Lobatto-punkter, men
de er ganske grisete, og bevisen er altfor kompliser-
te for oss. Vi ngyer oss derfor med noen eksempler,
der vi sammenlikner med den analytiske verdien til
integralet.



Eksempel 9.7. Vi tilngermer
1
/ e® dr = e — e~ = 2.350402387287603
-1

med trapesregelen:
Q[f] = e + e ~ 3.086161269630488.

Feilen er i samme storrelsesorden som svaret. Triste
greier. A

Eksempel 9.8. Med Simpsons regel gar det litt bed-
re:

1
QU = (e +4¢® + ¢) ~ 2.362053756543496

Her er feilen 0.011651369255893 ~ 10~2. A

Eksempel 9.9. Gauss-Legendre med n = 2 gir

Qlf] = e V3 + V13 ~ 2.342696087909730

Her er feilen pa —0.007706299377873 ~ 1072, og fak-
tisk mindre enn for Simpsons regel, til tross for at
kvadraturregelen er basert pa en lavere ordens inter-
polasjon. Dette eksemplet illustrerer at plasseringen
av interpolasjonspunktene har mye & si. A

Presisjonsgrad

Har forskjellige kvadraturregler noen andre gode
egenskaper enn hgy presisjon? Vi sier at en integra-
sjonsformel er eksakt for funksjonen f dersom

[#M=Zﬂmm

Dersom du interpolerer et polynom av grad n elller
lavere med et polynom av grad n, blir f og p identis-
ke. Derfor ma det veere klart at

n

b
[ vy de =Y ()

=0

for alle polynomer av grad n eller lavere. Dersom
kvadraturregelen er intelligent designet, kan man
oppna hgyere presisjonsgrad enn som sa.

Eksempel 9.10. Trapesregelen har presisjonsgrad

1, for
Q] = (b—a) (1;1) _b—a_/ab da

og

Disse beregningene viser at trapesregelen integrerer
alle fgrste ordens polynomer riktig, siden

Qlex + d] = cQlz] + dQI1].
Ingen andre ordens polynomer integreres riktig, siden
Q[ca® 4 dx + €] = cQ[x?] + dQ[x] + eQ[1],
og Q[z?] ikke integreres riktig. AN

Eksempel 9.11. Gauss-Lobatto n = 2 har presi-
sjonsgrad 3. Dette kan vises pa samme mate som for
trapesregelen, men vi venter litt med & se pa det.
Det er nemlig ikke sa vanskelig a vise generelt at en
n + 1-punkts Gauss-Lobatto-regel har presisjonsgrad
2n + 1, og dette skal vi gjgre senere. A

Eksempel 9.12. Simpsons regel har presisjonsgrad
3. En rask titt pa feilestimatet forteller at dersom f
er et tredjegradspolynom, er f4 = 0. A

Noen forskjellige kvadraturklasser

Kvadraturregler skilles av er punktfordelingen, og
hvorvidt man interpolerer med et polynom av hgy
grad pa alle punktene, eller deler opp intervallet og
interpolerer med stykkvis kontinuerlige polynombi-
ter, sakalt sammensatte regler. Vi skal ta for oss et
par klassiske kvadraturregler, og avslutte med en dis-
kusjon rundt sammensatte regler.

Newton-Cotes

Bade trapesregelen og Simpsons metode er eksempler
pa Newton-Cotes-regler. Dette er regler der interpo-
lasjonen er gjort pa ekvidistante gitre. En klassisk
leerebok i numerisk analyse vil typisk inneholde en
lengre utgreining om Newton-Cotes, men vi vet jo at
man skal styre unna polynominterpolasjon pa ekvi-
distante gitre, sa derfor lar vi Newton-Cotes ligge.

Eksempel 9.13. Trapesregelen og Simpsons regel
er Newton-Cotes-regler med henholdsvis n = 2 og
n=3. A

Clenshaw-Curtis

Clenshaw-curtiskvadratur baserer seg pa a integrere
chebyshevinterpolanten. For chebyshevinterpolasjon
er det lett a skrive opp formler for interpolasjons-
punktene, og pene formler for kvadraturvektene, men
disse formlene er vanskelige & utlede.

Teorem 9.14. Dersom n er et partall, og interpola-
sjonsgitteret er et n-punkts chebyshev ekstremalgitter,
er vektene til kvadraturregelen gitt ved

o
(n—1)?

w1 = Wy =

09

2 |, ("‘ii” 2 2j(i — 1)
w; = — . cos T
= 452 —1 n—1

for2<i<n-—1.



Gauss-Legendre

Vi skal beskrive prosessen som produserer Legendre-
polynomene, og vise at denne prosessen produserer
kvadraturformler med presisjonsgrad 2n + 1.

Teorem 9.15. La q vere et polynom av grad n + 1
slik at

b
/ gpdr =0 (9.1)

for alle polynomer p av grad mindre enn eller lik
n. En kvadraturregel med disse n + 1 nullpunktene
som noder, vil veere eksakt for alle polynomer av grad
mindre enn eller lik 2n + 1.

Bevis. Vi begynner med a vise at polynomet ¢ har
n + 1 forskjellige nullpunkter pa intervallet [a, b]. La
o, %1 - .., Tr—1 veere de r punktene der g bytter for-
tegn pa [a, b]. Polynomet

r—1

H(a:fxl)

=0

har grad r, og bytter fortegn ngyaktig samtidig som
q, slik at enten

r—1
q H(x —x;) <0
i=0

eller )
q H(x —x;) >0
i=0

pa [a, b]. Dette betyr at

r—1

b
/ qH(z—xi) dx # 0,
@ =0

og siden vi har
b
/ qp dz =0 (9.2)
a

for alle polynomer p av grad mindre enn eller lik n,
impliserer dette at » > n + 1. Siden r apenbart ikke
kan veere stgrre enn n+ 1, ma r = n+ 1. Altsa bytter
q fortegn n+1 ganger pa [a, b], og ma fplgelig ha n+1
nullpunkter pa [a, b].

Lana h veere et polynom av grad 2n+1 eller lavere,
og del h pa g med rest r:

h=qp+r.

der p har grad n, og r har maksimal grad n. Vi eva-
luerer h i z;, og ser at

h(z;) = q(zs)p(x;) + r(x;) = r(z5),

siden g(z;) = 0 for alle i. Siden kvadraturregelen er
basert pa integrasjon av et m-te ordens polyom, er
den apenbart er eksakt for polyonomer av orden n
eller lavere, og vi kan beregne

b

/ab h(z) da = /abCI(l")p(x) +7(z) de = /a r(z) dx

= ZT(ﬂfi)Ai = Zh(l‘i)Ai- O
i=0

i=0

Eksempel 9.16. Vi tar et eksempel der vi konstru-
erer ¢ fra grunnen av. La n = 1 og [a,b] = [0,1]. Vi
ma finne

q(z) = az® 4+ bx + c.

Vi begynner med a kreve at ¢ skal sta ortogonalt pa
alle polynomer av grad 1 eller lavere. Dersom

1 1
b
/q(a:)da::/am2+bx—|—cdx:g+f—|—c:O
og
1 1
b
/xq(w)dx:/ ax3+bm2+cxdx:g+f+220,
0 0 17373

vil
/ (ax 4+ b)q(x) de = 0.
0

Vi ganger den fgrste likningen med seks, den andre
med tolv, og far likningssystemet

2 3 6\ (%) /(0
3 4 6 0/)°
c
Litt gausseliminasjon gir
1 10 —\0)-
c

Her star det at a +b = 0, og at 2a + 3b 4+ 6¢ = 0.
Lgsningsrommet er

S8
|

(=l

a 6
bl =c|—-6],
c 1

slik at
q(z) = 62% — 62 + 1,

er et mulig valg for q. Andre valg av konstanten c vil
gi andre polynomer, men alle vi ha de samme null-
punktene, og det er dem vi er ute etter. Nullpunktene
til g er

11 1o
To=-— —F= o r1 ==+ ——=.
0792793 B M1ToTLE

Lagrangefunksjonene blir

T — T 1 1
L = = 3 — — _—
R (x (2+2\/§>>

T — Xo 1 1
L= 2= gl (Lo L
! T1 — To (x <2 2\/§)>
slik at

A —ﬁ/lx—<1—l> dr— =4
1 0 2 2\/?: 9 0-

Integrasjonsrutinen vi har laget skal veere eksakt for
alle polynomer opp til grad 3. Vi tester:

1(11>2+1<1+1)21/1x2d$
2\2 23 2\2 2v3) 3 ),

og



1(1 1>‘°’+1(1+ 1)3 1 /1 3y
_ - — — _ = - = e xZ.
2\2 2v3 2\2 2v3 4 Jy

Merk at punktene er bare Gauss-Legendre-punktene
flyttet til intervallet [0, 1]. Dette eksemplet illustrerer
hvordan Gauss-Legendre-tabellen i interpolasjonska-
pitlet er konstruert. A

Kommentar. Legendrepolynomene er definert pa
intervallet [—1, 1], sa eksemplet over laget ikke et le-
gendrepolynom, men derimot et polynom som har
nullpunktene til legendrepolynomet

1
Py = 5(3x2 -1)

flyttet til intervallet [0, 1].

Vi kan utvide tabellen fra forrige kapittel med vek-
ter. Husk at tabellen gjelder for [—1,1], sa& om du
trenger integrasjonsrutine for andre intervaller, ma
punktene flyttes, og vektene beregnes pa nytt.

n o x; A;
2 £/} 1
3.0 8
3 5
/5 9
3 2 /6 184++/30
SEEVE B 2VA 3
3 2 /6 18—/30
/7t 35 e
128
5 0 555
1 10 32241370
5 0, £34/9—24/% =55
1 10  322—13V70
5 0, :|:§ 5+2 e

Merk at alle vektene er positive. Kvadraturentusias-
ter regner dette som et kvalitetsstempel.

Gauss-Lobatto

Vi koster pa oss en tabell med vekter for Gauss-
Lobatto ogsa.

noox; A;
4
0 3
1
+1 1
1 5
4 jE\/; G
1
+1 1
32
5 0 52
3 49
/7 50
1
+1 i
1 2 144++/7
6 /31357 30
1 2 14—V7
VR VW, 30
1
+1 i
256
+./5 ;\/E 1244715
11 11 3 350
5 2 /5 124—7+/15
Tty e
+1 L

1

Eksempel 9.17. Simpsons regel er ogsa en Gauss-
Lobatto-regel med n = 3. A



